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LINIER I RYMDEN. 


Om linier i rymden, Krokliniers eqvationer. 


1. En kroklinie säges vara plan, då alla hennes punkter ligga 
i ett plan. Dubbelkrökt säges hon deremot vara, så snart hon 
icke med alla sina punkter är belägen i ett plan. 

En kroklinies eqvationer gifvas i det följande under någon 
af nedanstående fyra former: 


Form 1. EN ALE 
y=f2(0), 
g=f3 (0). 
Form :2. Flw;:y,2)=0, 
Filx,y.8)=0. 
Form 3. (Specialfall af 1) 
x= (2), 
y= Y(2). 


Form 4. (Likaledes specialfall af 1. Variabeln 


& utbytt mot s, om hvars betydelse längre fram) 


x= 9, (5), 
y =P (5), 
2= 93(s). 
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Representerad är kroklinien lika väl af det ena som andra 
bland dessa eqvationssystemer, och derföre komma vi i våra un- 
dersökningar att vid sådana tillfällen, då någon bland ofvanstående 
former synes genom sin lätthandterlighet ega företräde framför de 
öfriga, använda just honom, under tillkännagifvande af, hvilken 
det är, som vi begagna. 

Öfverallt i det följande antaga vi, då icke motsatsen uttryck- 
ligen tillkännagifves, att förekommande funktioner och deraf här- 
ledda derivator äro entydiga och kontinuerliga. 


”k 
Om bågen och hans differential, 


2. Hvarje linie, rät eller krokig, kan anses vara genererad 
genom en punkts fortskridande rörelse. 

Anser man en gifven kroklinie vara genererad genom en punkts 
fortskridande rörelse i en viss led, och väljer man på henne en 
fix men godtycklig utgångspunkt samt derifrån låter en rörlig 
punkt fortskrida utefter henne, så beskrifver denne sednare bågar 
antingen 1 samma led, som den, hvari kroklinien anses vara gene- 
rerad, eller i den dermed motsatta. De förra betraktas såsom po- 
sitiva, de sednare såsom negativa. 

Med en sådan båges längd förstår man den gräns, mot hvil- 
ken summan af sidorna hos en i bågen inskrifven polygonal linie 
tenderar, då sidornas antal obegränsadt växer, på samma gång som 
hvarje sida obegränsadt förminskas. 

Längden af en sida i en polygonal linie, som är inskrifven i 
en båge, är tydligen 


NJA? + Ay?+ 422, 
och hela denna linies längd följaktligen 
P=2ZVAL?+ Ay? + Ag? 


Men emedan (form 3) 


Bågen och hans differential. 3 


ca inde a RC SE 


ge ek rdr 


lim 


och således också 


ere OR [I Fe FRN SR Id an 


då E(2) betecknar en med 42 försvinnande qvantitet, kan detta 
uttryck för P tecknas sålunda 


SAS ERS ra E(2), 


under förutsättning, att man endast använder positiva värden på 
Az. År nu basen sådan, att, då man låter en punkt genomlöpa 
honom från ena dn till den andra, punktens projektion ständigt 
rör sig utefter 2-axeln i samma led -— och detta är det enda fall, 
som behöf ver betraktas, emedan alla bågar kunna uppdelas i min- 
dre bågar af denna beskaffenhet — så ILE för den inskrifna po- 
lygonala linien enligt sista eqvationen, att 


er fra NÅR RE 2 + 


deri a och b beteckna de mot bågens ändpunkter svarande inte- 
grationsgränserna, af hvilka a<)b. 
Summan 


SAC) 
som kan ersättas genom 
(b-a) E, 


hvari £ utgör ett medium af alla förekommande värden på E(2), 
bringas nemligen till noll, derigenom att 42 försvinner. 

Hvad nu detta uttryck för lim P beträffar, är af integral- 
kalkylen kändt, att det i sin egenskap af definit integral öfver en 
kontinuerlig och entydig funktion af 2, tagen mellan ändliga grän- 
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ser, har ett ändligt och determineradt värde, som är oberoende af 
det sätt, på hvilket b—a blifvit uppdelad. Det är detta, som 
betraktas såsom uttryck för bågens längd. 

Betecknar man nu, såsom brukligt är, en kroklinies båge med 
s, (se form 4) och låter detta tecken gälla både längd och led, 
så följer af det ofvan sagda, att denna variabel kan antaga både 
positiva och negativa värden, att hans numeriska valör är lika med 
den af honom betecknade bågens absoluta längd, och att han är 
funktion af koordinaterna för bågens ändpunkter. 

Af uttrycket för båglängden och dennes förhållande till s föl- 
jer, att 


ds =dx”+dy?+d2?. 


3. 


Anmärkning beträffande oskulerande ytor, m. m, 


3. På det att vi icke framdeles må behöfva använda räkning 
med differenser i några fall, der detta skulle blifva besvärligt, för- 
utskicka vi nedanstående anmärkningar. 

Om de konstanter, som ingå i en ytas eqvation 


F(2,4; 5; Ads Gör OD 
skola bestämmas så, att ytan kommer att gå genom » punkter 
La Y» 24 
L+ÅAXx, y+ÅAy, 2+Å2, 
x+2A4x+Ax, y+24y+Ay, 2+242+4?2, 


X+34X+34X+4x,y+34y+34y+4y,2+342+342+ 42, 


ÖIEBINVA 


alla belägna på en och samma kroklinie, så kan detta ske derige- 
nom, att man i ytans eqvation successive insätter punkternas koor- 


Om oskulerande ytor, m. m. 3) 


dinater i stället för variablerna, och vid beräkning af konstanterna 
använder de sålunda uppkomna eqvationerna, hvilka vi för korthe” 
tens skull vilja beteckna med 


FJREE fr 0. 


Men man kan också i stället för detta eqvationssystem an- 
vända ett annat, som naturligtvis måste bestå af lika många eqva- 
tioner, och som af det förra bildas genom deri ingående eqvatio- 
ners kombinering på följande sätt: 


0, 
ER, 
Fa 20; 
ÖN N ENO Rg MN 


ÖTCSI, Mr 


och dessa nya eqvationer äro i sjelfva verket ingenting annat, än 
hvad vi äro vane att teckna sålunda: 


F3 Bart NA 


och som också kan skrifvas under formen (se form 1.) 
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TEVA 

AF 

do 
ae 

Ån IR 

Ar—1i F 

Ant N 


Skall återigen den gräns bestämmas, till hvilken ytan, som är 
agd genom ofvan nämnda punkter närmar sig, då afstånden mellan 
punkterna aftaga, så är för konstanternas beräkning nödvändigt, att 
ytterligare genom limesöfvergång förändra detta sista eqvations- 
system, och de i sådant fall behöfliga eqvationerna blifva följaktligen 


Gränsen för en yta, som blifvit lagd genom lika många sam- 
manfallande punkter på en kroklinie, som ytans eqvation innehåller 
arbiträra konstanter, eller m. a. o. genom så många sammanfallande 
punkter, som i allmänhet är möjligt, är sjelf en yta, som benämnes 
oskulerande. 


4. Om i en ytas eqvation 


F(2x,y,2,0)=0 


Tangenten och hans riktning. (( 


qvantiteten a betecknar en: arbiträr parameter, genom hvars konti- 
nuerliga förändring man kan få ytan att röra sig, vare sig nu det 
sker med eller utan förändring af hennes form och dimensioner, 
och man vill söka limes för intersektionen mellan tvenne mot när- 
belägna värden på parametern svarande ytor, så måste man tydli- 
gen finna denna gräns derigenom, att man låter 4a öfvergå till 
noll i det resultat, som erhålles genom elimination mellan eqva- 


tionerna 
EF(x,y;20)=0; 
F(x;ysg,a+4a)=0. 


Men dessa eqvationer kunna utbytas mot 


F(X.) 0 
F(x,y,2,a + 4a) — FE(x,y,2,0) 4 
4a i; 


och derigenom också operationsordningen omvändas, så att man 
kan börja med att låta 4a öfvergå till noll. Eqvationerna för den 
sökta gränslinien utgöras följaktligen af 
F(z,y,2,a) = 0, 
0 F(2,y,2,0 
OS 
da 


således af den gifna ytans eqvation och den, som deraf erhålles 
genom differentiation i afseende på parametern. 


4. 


Tangenten och hans vinklar med koordinataxlarnes 
riktningar, 


5. Om man genom två nära intill hvarandra belägna punkter 
på en kroklinie lägger en rät linie och derpå låter denna röra sig 
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så, att den ene af punkterna förblir fix, under det att afståndet 
mellan dem förminskas, så närmar sig den räta linien till ett limes- 
läge, som hon är färdig att intaga, då de båda punkterna äro fär- 
diga att sammanfalla till en enda. En rät linie, som befinner sig 
detta limesläge, säges vara tangent till kroklinien. 

Tangentens eqvationer erhållas följaktligen genom limesöfver- 
gång i eqvationerna för den sekant, som går genom punkterna £,y,2 
och v+ Ax, y+A4y, 2 + Åz. 


Dessa eqvationer äro 


Frk NEN Ler LC sl ae a 
Ax ;N Ay AN 
och således tangentens eqvationer 
SE EE oa Ar 
dx dy deg 


Af dessa eqvationer synes, att, om man varierar dx, dy, dz, 
men låter x, y, 2 blifva oförändrade, & + dx, y + dy, 2 + dz kunna 
beteckna hvilken punkt som helst på tangenten. 

Cosinus för sekantens vinklar äro tydligen 


ab Ay 42 
JäZ + dy + de ' JAR rä AR JA 


under förutsättning, att han anses vara dragen i sådan led, att han 


går från £,y,2 till X+ Ax, y+4y, 2+42. Ar nu detta samma 
led, hvari kroklinien anses vara genererad, så är 


Vdx?+dy?+d2?=ds, 
men i motsatt fall 
Vdx? +dy?+d2?=-—ds. 


I hvilken händelse som helst, följer emedlertid häraf och af nyss 


anförda värden på cosinus för sekantens vinklar med positiva ax- 
larna, att 


Tangentplan. 9 


Cosa=—- a Cosp = 3 ; Cosy == 


då med a, BP, y betecknas de vinklar, som tangenten, utdragen i 
krokliniens led, bildar med koordinataxlarnes rigtningar. 

Tangentens rigtning, sålunda bestämd, benämma vi positiv, 
och den del af honom, som sträcker sig från punkten x, y,21 den 
led, hvari kroklinien anses vara genererad, positiv tangent. 

Vill man undvika att i fråga om tangentens vinklar med ax- 
larna fästa afseende vid den led, hvari kroklinien anses vara gene- 
rerad, så kan detta ske derigenom, att man t. ex. betraktar den 
riktning hos tangenten, som gör spetsig vinkel med positiva g-axeln. 
Cosinus för de vinklar, som denna riktning bildar med axelrikt- 
ningarne, äro nemligen, huru kroklinien än må vara dragen, 


dx = 
de I 


ER 23 Ern EE da" dy? Sy dr? dy? 
led ga PN fet "det Ej da? ” de? 


Och vederbörligen förändrade expressioner fås naturligtvis äfven, 
om man afser den riktning hos tangenten, som gör spetsig vin- 
€ cC 
kel med någon af de andra positiva axlarna. 
Om uttrycken 


dx dy d2 
Vd +dy+d2” i Så KAY rd | Vd” +dy+d2” 
kunna vi endast säga, att de beteckna cosinus för en sådan rikt- 


ning af tangenten, som går från punkten x, y, 2 till punkten 
L+dx, y+dy, 2+ de. 


J. 


Tangentplan. 


6. Hvarje plan, som i sig innehåller tangenten till en krok- 
linie, säges vara ett tangentplan. 
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Eqvationen 


a(£-z)+b(7-y)+e(5-2)=0 


satisfieras tydligen af x, y, 2. Skall den beteckna ett tangent- 
plan, måste den derjemte satisfieras af koordinaterna för en god- 
tyckligt vald andra punkt på tangenten Dessa koordinater kunna 
skrifvas 


Yr or 2 AY NN 
SEE FS äs 


deri m betecknar någon qvantitet hvilken som helst, och således 
måste a, b, c uppfylla vilkoret 


adx+bdy+cd2=0. 


Oskulerande plan, 


7. Bland tangentplan må serskildt anmärkas det så kallade 
oskulerande planet. Det erhålles derigenom, att man låter etttan- 
gentplan i punkten x, y, 2 träffa kroklinien i en närbelägen punkt 
x+4Xx, y+A4y, 2+42, och derefter vrider planet så kring tan- 
genten, att den senare punkten oafbrutet flyttar sig intill den förre, 
samt bestämmer det limesläge, till hvilket tangentplanet dervid 
närmar sig. Det plan, som innehar detta limesläge, är det osku- 
lerande planet. 

För att erhålla dess eqvation kunna vi följaktligen förfara så, 
att vi till eqvationerna 


al£—-x)+b(Nn—-y)+e(i-2)=0, 
adx+bdy+cdz=0 


lägga en ny, som betecknar, att tangentplanet skär kroklinien i 
punkten x+ Ax, y+4y, 2+42, neml. 


Oskulerande plan. 11 
adx+bAy+c42=0, 


ur de båda sista eqvationerna uttaga värdena på a, b, c och in- 
sätta dem i den första, samt derefter använda limesöfvergång. Men 


vi kunna också, och detta är ändamålsenligare, först transformera 
den sista eqvationen, dels medelst uttrycken (form 1) 


AWA 
42= 403 + TIA (w0+440w), 


d AT 
4y= 40 75 = T 3 (0+4,40), 


g Få för i FaR SR 
42= 4035 + T 33 (0+1340), 


dels ock medelst den närmast föregående, hvarigenom den kommer 
att ersättas af 


af (0+2, 40) +bf (0w+4,4w)+cf; (w+24340)=0, 


derpå göra limesöfvergången, hvarigenom vi erhålla 


eller helt enkelt 
ad”x+bd'y+cd?”2=0, 
och till sist eliminera a, b, c ur eqvationerna 
als—-x)+bl(N—-y)+c($-2)=0, 
adx +bdy+cd2=0, 
ad'x+bd'y+cd2=0. 


Vi finna på detta sätt oskulerande planets eqvation, som är 
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Sr N—Y > i—2 
TERRAN MERA Ke ONA 


SE SET ALE ag d?zg 
och som också, om man använder beteckningarna 


X=dyd?2-dz2d"y, 
Y=de2d"x-dxd?2z2, 
Z=dxd'y-dyd?zx, 


kan skrifvas sålunda: 


KN(E- 0) ANI YI ER 


Oskulerande benämnes detta tangentplan derföre, att det befinner 
sig i det limesläge, mot hvilket ett annat plan, som går genom 
tre diskreta punkter på kroklinien, närmar sig, då afstånden mellan 


punkterna mer och mer förminskas. Ty låt punkterna på krokli- 
nien vara 


LC, Yr Es 
x+ÅAXx, y+Ay, 2+Å42, 


x+24x+4'x, y+24y+4'y, 2+242+4?2. 


Då är eqvationen för ett plan, som går genom dem, 


SPN KTYG porn 
2 Köer Ay , ARl=s0; 
Fe [aker Fö far fl a 


och af denna erhåller man tydligen efter division med 4w? och 
derpå följande limesöfvergång nyss angifna eqvation. 

Men icke nog härmed. Det oskulerande planet utgör äfven 
den gräns, hvartill tangentplanet i x, y, 2 närmar sig, om detta 


Oskulerande plan. 13 


ständigt får förblifva parallelt med tangenten i en rörlig punkt 
X+A4X, y+4y, 2+42, under det att båda punkternas afstånd 
förminskas. Tangentplanets eqvation är nemligen såsom förut 


alä-z)+b(7-y)+c($-2)=0, 
om 


adx+bdy+cd2=0, 


och eqvationen 
aldx+4dx)+bl(dy+4dy)+cl(d2+4d2)=0 


betecknar, att det är parallelt med tangenten i x+42x, y+ 4y, 
2+472, hvars eqvationer äro 


E—-X-ÅA2X Nn -y— 4dy i-2-Å2 


dx+ddr > dy+tdgyr oo de+4de 


Men genom elimination mellan planets eqvation och dessa vilkors- 
eqvationer erhålles, som lätt synes, 


S-x, NY, Ö-2 
TREA RR GAO 
AA NGN ANA 


och af denna fås på nytt oskulerande planets eqvation efter divi- 
sion med 4w och derpå följande limesöfvergång. 

8. Tangenten är gräns för intersektionen mellan två oskuleran- 
de plan, som indefinit närma sig till hvarandra. 


Detta visar sig, om man eliminerar mellan oskulerande pla- 
pets eqvation och den eqvation, som deraf erhålles genom diffe- 
rentiation, af hvilka den förre är 


X(ö-2x)+ Y(f4-y)+Z($-2)=0 


och den sednare kan förenklas till 
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dX.(£E-x)+d Y.(n-y)+dZ.($-2)=0, 
på den grund att 
Xdr+ Ydy+Zd2=0. 
Eliminationsresultatet blir nemligen 


E—-X - N—Y lg ( 
YdZ-ZdY > ZdX-—-XdZ or KAS 


som också i följd af identiteterna 


YdZ--ZdY ZdX— XdZ Kd LLA 


& m—————— . . . .X< + "—  — = == 


dx dy dz 2 


hvari 
de; måg de 
NA EE AE Er fr 


00 YA ME 


kan skrifvas sålunda: 


dx dy TERR 


Att så måste förhålla sig inses också deraf, att, om man väljer 
fyra diskreta punkter på en kroklinie och lägger ett plan genom 
punkterna (1), (2), (3), och ett annat genom punkterna (2), (3), (4), 
samt låter afstånden mellan punkterna förminskas, planen mer och 
mer närma sig till att blifva tvenne sammanfallande oskulerande 
plan, under det att deras intersektionslinie, som går genom punk- 
terna (2) och (3) och är sekant till kroklinien, sträfvar till att blifva 
tangent. 


Normal, Normalplan, m. m. 15 


Z 
Normal, Normalplan, Polar och Binormal. 


J. Hvarje rät linie, som går genom en punkt på en kroklinie 
och är vinkelrät mot tangenten i samma punkt, är en normal till 
kroklinien. 

Eqvationerna för en rät linie, som går genom punkten x,y,zZ 
på kroklinien, äro 


och om a, b, c satisfiera eqvationen 
adx+bdy+cd2=0, 


som uttrycker, att vinkeln mellan linien och tangenten i punkten 
x,y,2 är rät, representera dessa eqvationer följaktligen en normal. 
10. Elimimeras konstanterna a, b, c, så erhålles 


(ö-x)dx+(7-y)dy+($-2)d2=0. 


Af det sätt, hvarpå denna eqvation uppkommit, synes, att den sa- 
tisfieras af alla sådana värden på &, 7, 5, som samtidigt satisfiera 
de föregående eqvationerna, och detta utan afseende på de värden, 
som vi tillägga a, b, c, samt att således det af ifrågavarande eqva- 
tion representerade planet i sig innehåller hvarje punkt, som lig- 
ger på någon af krokliniens normaler 1 x, y, 2. Detta plan, som 
i sig innefattar alla krokliniens, genom nämnde punkt dragna, nor- 
maler, kallas af detta skäl krokliniens normalplan 1 punkten 
3 Yr 2: | a 

Samma normalplanets eqvation fås naturligtvis också, om man 
från tangentens eqvationer, som äro 


— 


E—X 
dr 


på vanligt sätt härleder eqvationen för det mot honom vinkelräta 
planet, som går genom tangermgspunkten. 
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11. Liggas normalplan genom tvenne närbelägna punkter af en 
kroklinie, Xx, y, 2 och X+ ÅX, y + Ay, 2+ 42, så skära dessa hvar- 
andra utefter en rät linie, som närmar sig ett visst limesläge, då 
den sednare punkten flyttar sig intill den förre. Detta limesläge 
intages af en rät linie, som benämnes polar. Den är tydligen be- 
lägen i det normalplan, som går genom punkten x, y, 2, samt 
bildar i följd häraf rät vinkel med tangenten i denne punkt. 

Polarens eqvationer utgöras i enlighet härmed af normalpla- 
nets eqvation | 


(E-x)dx+(N1—-y)dy+(i-2)d2=0 
och den genom differentiation deraf härledda, som är 
(5S-x)d?x+(1-y)d'y+(ö-2)d?2=ds?. 


Hans eqvationer visa, att han icke träffar tangenten i Xx, y, 2, ty de 
satisfieras icke af 


S=Xx » N=Yy >» Ö=2. 
12. En med polaren parallel linie, som deremot träffar tangenten 
1 punkten Xx, y, 2, är den så kallade binormalen, hvars eqvationer 


fås af polarens, om man i den andra af dem sätter 0 i stället för 
ds? i högra membrum, och följaktligen blifva 


(E-x)dx+(Nn-y)dy+l($-2)d2=0, 


(5-2x)d”x+(N—-Yy)d'y+($-2)d2=0, 


1 hvilkas ställe man också kan skrifva 


E—X 
RA = 


Principalnormalen. 14 


8. 


Principalnormalen och hans vinklar med positiva 
koordinataxlarne. 


13. Bland normalerna finnes det i hvarje punkt af kroklinien en, 
som erhållit benämningen principalnormal. Det är den, som utgör 
intersektionen mellan krokliniens oskulerande plan och normalplan. 
Hans eqvationer äro följaktligen (se 7 och 10) 


(5-2) X+(n-y) Y +(5ö-2)Z=0, 
(ö-x)dx+(n—-y)dy+(ö—-2)d2=0 


eller 


SY i fy Eh SL 
Yde-Zdy = Zdx-Xde >= = Xdy- Ydzx 


Åt dessa eqvationer kan man gifva ett annat utseende, om 
man observerar, att 


ds?=dx>+dy?+dz2?, 
dsd”s=dxd”x+dydy+dz2d?z, 
och att på grund häraf 


Ydz2-Zdy KEN dr den el YE de Py 
WakaEdeds I dsdysdyd?s > dsd?2-d2d28 rv 


Ty af denna omständighet följer, att principalnormalens eqvationer 
kunna tecknas sålunda: 


ö-—2X N—-Y OA 


Hödirg—-drd"s " dsd"y=dyd?$. > Jdsd?2-d2d"$ 


eller under den ännu enklare formen: 
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5 2001 TES RNE 
FREE SE 
KET SRS SSE FRA 


För den beskrifning på principalnormalens läge, vi nu gifvit, 
ha vi betjenat oss af oskulerande plan och normalplan. Ingendera 
delen är emedlertid behöflig, ty man kan angifva detta läge utan 
att nämna någonting om dessa plan. Det förhåller sig nemligen 
så, att om man afsätter, från punkten x, y, 2 räknadt, tvenne lika 
stora stycken, det ena på tangenten och det andra på kroklinien, 
men båda åt samma håll, och vidare genom dessa styckens änd- 
punkter lägger en rät linie, samt slutligen låter de afsatta styckena 
förminskas och draga linien med sig, så närmar hon sig intill ett 
fixt limesläge; och det är just detta, som principalnormalen inta- 
ger. Om vi nemligen kalla det på kroklinien afsatta stycket As, 
så äro koordinaterna för dess ändpunkt | 


x+ÅAXx, y+ÅAy, 2+Å2, 


och samma stycke, afsatt på tangenten, bestämmer der en punkt, 
hvars koordinater äro 


z+48.42 ; y+4s.2Y ; Br AS 
ds ds 


Den räta linie, som förbinder dessa sålunda bestämda punkter, har 
följaktligen till eqvationer 


E—-X-ÅAX 331 VY — BÄ Jar SRS 
As ÅL Az As .ÄY  Ay As.I2 Az 
ds ds ds 


Men nu är (se form 4) 


dx ASU 
RESER TER (Ss+ 4 48), 

dy MAKE 
Ady=4s35 + 1.3 P2 (S+ 4,45), 


de2 24 BR : 
d2=4s- + 1329: (S + 43 48), 
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och liniens eqvationer blifva derföre 


Ode No NY -ÅAYy C-2—-42 


CSE ds) fy (Std) I lst ds) 


hvaraf genom limesöfvergång erhålles 


eller, ännu enklare, de redan förut angifna och för principalnorma- 
len gällande eqvationerna. 

Principalnormalen kan också sägas vara den bland normalerna, 
som är vinkelrät mot binormalen. Tangentens och binormalens eqva- 
. tioner äro nemligen 


i-2 
RIE 


al N—-Y C—-2 
FÖRSE SRS 


och den mot begge vinkelräta liniens eqvationer äro derföre 


ES-2X NY i—2 


MOE dun. rhde— Xda oo. XdyYy— KAR 


hvilka, såsom vi ofvan sett, representera principalnormalen. 

14. Naturligtvis måste principalnormalen träffa polaren i någon 
punkt, eftersom dessa båda linier ligga 1 normalplanet och vinkel- 
rätt mot hvarandra. Denne punkts koordinater finnas lätt derige- 
nom, att vi i polarens eqvationer, som kunna skrifvas under formen 


dx dy RS 
(Fran (Cr 2)ag se 0 


d?” d? 4 d” 
(E-2) 9 + (2-0 an (SR 


=1, 
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insätta följande ur principalnormalens eqvationer hemtade uttryck 


d? x 
TR ATERN bj 

kal) 
N-Y= ATT a 

d” 2 
Br AIN TeR , 


och bestämma A så, att polarens eqvationer derigenom satisfieras, 
hvilket sker, om 


1 
fd? a? (5) a (=) Ä 
(TT) ds? ds? 


Den sålunda bestämda punkten är oss till gagn, då vi vilja 
fixera en viss riktning hos principalnormalen såsom positiv, ty så- 
som sådan kunna vi antaga riktningen från punkten x, y, 2 på 
kroklinien till den nyss beskrifna punkten. Göra vi detta och an- 
vända vi för de vinklar, som ifrågavarande riktning gör med axel- 
riktningarna, beteckningarna 2 7, C, så är först och främst tyd- 
ligt, att 


Cosé - Cos7 Cosl je 1 


EX Yr yY b-2 SE-2)" + —-y) ESR 


då ö, Nn, & äro meranämnde punkts koordinater, och vidare följer 
af de för samma punkt gällande eqvationerna, att 


öl NY 0 C-20 0 (E- 0) (9) 
dz dy d” 2 da? fd NER 
ds? d$Å ds?” (>) : En d (Ta 


hvadan alltså 


Cosé r Cos4n CoslC SS 
CER CRIS 
äs? ds? ds? 
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deri o (hvarom längre fram) har betydelsen 


1 


(RS U2YN? AES 
Den af / Z, é sålunda bestämda riktningen hos principalnor- 
" malen benämna vi positiv och kalla den del af principalnormalen 
positiv, som börjar 1 punkten xx, y, 2 på kroklinien och sträcker 
sig i riktning mot polaren (eller, såsom man uttrycker sig, åt li- 
niens konkava sida). 


9. 


Samstämmiga liniesystemer. 


15. Då tre mot hvarandra vinkelräta linier A, B, C anses ega 
bestämda (positiva) riktningar och sammanträffa i någon punkt 0, och 
då vidare tre andra vinkelräta linier A, B, C likaledes anses vara 
till sina (positiva) riktningar fullt bestämda och stöta tillhopa i nå- 
gon punkt 0, sägas dessa båda liniesystemer vara samstämmiga, om 
det inträffar, att riktningarna af C och C sammanfalla och icke gå 
åt motsatta håll, när det första systemet under bibehållande af dit- 
hörande liniers inbördes ställning flyttas och inpassas på detandra, 
så att riktningen af A sammanfaller med riktningen af A, och rikt- 
ningen af B med riktningen af B. Hvilken den relation är, som 
eger rum mellan cosinus för de vinklar, hvilka det ena systemets 
linier bilda med linierna inom det andra, om systemerna äro sam- 
stämmiga, finnes på följande sätt. 

Vi beteckna med 


Aj A3 A3 
by Da b3 
C1 Ca C3 


de vinklar, som riktningarna af A, B och C respektive bilda med 
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riktningarna af A, B, C, och af dessa vinklar betrakta vi c,, c, och cz 
såsom obekanta. Nu är tydligen 


Cos? ce, + Cos? ce, + Cos?c, =1, 
Cos ey Cosa, + Cosc, Cos a, + Cos cs Cosas = 0, 


Cos ce, Cos by +Cos c, Cos by + Cos ca Cosbz = 0, 


och häraf fås eqvationssystemet 


1 
(0861, AIOBET, tin LOSER 


41 Cosiä, + O0B lar, GOSIG 


, 


(308 107 04 11040 BN05 HETA RL 


Cosc, Cos Co 
Cos a, Cos bz — Cos az Cosb. Cos az Cosb, — Cosa, Cos bs 


Cos cz Bee 
Cos a, Cos by — Cosa,Cosb, = 4 


Men genom qvadrering och addering af dessa sista eqvationer er- 
hålles också 


4? = (Cos?a, + Cos? a, + Cos?az) . (Cos?b, + Cos?b, + Cos?b,)— 


— (Cosa, Cos bj + Cosa, Cos by + Cos az Cos bs)? , 


som, derföre att A och B bilda rät vinkel, gifver 


och det gäller här att afgöra, hvilket tecken tillkommer 4, på grund 
deraf att liniesystemerna äro samstämmiga. För att bestämma 
detta flytta vi det första systemet genom en kontinuerlig rörelse, 
till dess att det sammanfaller med det andra. Under denna rö- 
relse kommer punkten 0 att successive genomlöpa en följd af nära 
intill hvarandra belägna punkter P, P, ,P>,..,y fr; Pr+1 ss 0: 50VA 
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ända till dess att den sammanfallit med punkten 0. I hvar och en 
af dessa punkter ha de vinklar, som linierna A, B, C bilda med 
A, B, C, i allmänhet nya värden. Men dessa undergå vid öfver- 
gången från en punkt FP, till en derpå följande P,+, endast obe- 
tydliga variationer, och de värden på 4, som svara deremot, 
kunna också endast obetydligt skilja sig från hvarandra, enär 4 
är en kontinuerlig funktion af vinklarnes cosinus. Om derföre 4 
1 punkten P, har ett af värdena + 1 eller — 1, — och dessa äro 
de enda möjliga 
ten P,+,, ty i annat fall skulle den vid öfvergången från den ene 
till den andre af dessa punkter ha undergått en variation, belö- 
pande sig till två hela enheter, en vid denna förflyttning alldeles 
för stor variation, men på sanima gång den enda, som 4 skulle 
kunna undergå. Som nu detta raisonnement gäller i fråga om hvilka 
tvenne närbelägna punkter som helst, inses lätt, att vid liniesy- 
stemets förflyttning 4 aldrig blir i tillfälle att ombyta hvarken 
tecken eller storlek, och denna determinant slutar således med 
att i dessa hänseenden vara, hvad den från början var. För att 
bestämma dess begynnelsevärde kunna vi derföre utan tvekan i 
stället bestämma slutvärdet, hvilket sker lättare. Det erhålles neml., 
umeananniinsätter slutvärdena på dj» Ad» >; da, by, ba, bay Cj, Car C3) 
som, om liniesystemerna antagas vara samstämmiga, äro 


så måste den också ha samma värde i punk- 


EEE UN fo AK ÄRR NA 
000 BAT TD 


Pr UL före le EON CU 9 


och blir 
| 
CHER NYGG 
ark c0N Ol s1 
ÖFNUE LOG 


Detta är följaktligen det värde, som i sådant fall redan från bör- 
jan tillkommer 4, och i följd häraf äro eqvationerna 
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Cos cy 


Cos c> 
TSK MI FR VER RA St 
Cos a, Cosbz — Cos az Cosbo 


Cos az Cos by, — Cos a, Cos bg 
Cos c3 


det nödvändiga och tillräckliga vilkoret för, eller om man så vill, 
den nödvändiga följden deraf, att liniesystemerna äro samstämmiga. 


10. 


Binormalens riktning och vinklar. 


16. Appliceras det, som nu blifvit sagdt, på tvenne liniesystemer, 
det ena bestående af koordinataxlarne, det andra af tangenten, 
principalnormalen och binormalen, så synes, att den riktning hos 
binormalen, som i förening med tangentens och principalnormalens 
positiva riktningar gör liniesystemerna. samstämmiga, bildar med 
positiva koordinataxlarne vinklar 4, u, v, hvilkas cosinus blifva 


eller 


Sålunda är binormalens positiva riktning fixerad. Den del af 
binormalen, som i denna riktning sträcker sig från punkten z, y, 2, 
benämna vi positiv binormal. 
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Sammanställning af några i det föregående gifna formler. 


17. Tangenten, principalnormalen och binormalen gå alla genom 
punkten x, y, 2 på kroklinien och bilda räta vinklar mot hvaran- 
dra. Tangenten sträcker sig från z, y, 2 1 krokliniens led och bil- 
dar, sålunda till sin (positiva) riktning bestämd, med koordinat- 
axlarnes riktningar vinklar &«, £, y, hvilkas cosinus äro 


Cosa" — Cosf Cosy 


Ga di de SE 


Principalnormalen sträcker sig från punkten x, y, Zz mot pola- 
ren, och dragen i denna (positiva) riktning, bildar han med nyss- 
nämnde axlars riktningar vinklar Eg , S hvilkas cosinus äro 


ÖGA Cos47 CoslC i 
d2x d2y ORSA 
ds? ds? ds? 


deri 


1 
FT RIE) er 
Ke ds? ds? 


Binormalen sträcker sig från punkten x, y, 2 i sådan riktning, 
att han i förening med tangenten och principalnormalen bildar ett 
med positiva koordinataxlarne samstämmigt liniesystem, och utdra- 
gen i denna (positiva) riktning gör han med nämnde axlars riktnin- 
gar vinklar, bestämda genom eqvationerna 


0= 


CosAd Cosu Cosv 


— -— -— 
= = I 


2 
X JF Z ds?” 
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12. 


Rektificerande plan. 


18. Af skäl, för hvilka vi framdeles skola redogöra, benämnes det 
plan, som innehåller en kroklinies tangent och binormal och till 
hvilket således principalnormalen är axel, rektificerande plan. Dess 
eqvation är 


dx 
ds 


dy dz 
(ö-x)d KE kl EL (C-2)A GT 


13. 


Relationer mellan cosinus för tangentens, principalnormalens 
och binormalens vinklar med koordinataxlarne, 


19. Emedan å ena sidan tangenten, principalnormalen och binor- 
malen, och å den andra koordinataxlarne utgöra hvardera ett sy- 
stem af tre mot hvarandra vinkelräta linier, ega mellan cosinus för 
de vinklar, som riktningarna hos linierna inom den förstnämnda 
gruppen bilda med axelriktningarna, följande relationer bestånd: 


Cos?a + Cos?B + Cosy =1, 


Cos?Z 


je 


Cos?y + Cos?l=1, 
Cos?4 + Cos?tu + Costv=1, 
Cos?a + Cos?Z + Cos?4 =1, 
Cos?B + Cosy + Costu=1, 


Cos?y + Cos? 5 + Cos?v=1, 
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CosaCosZ + CosBCosy + CosyCosl =0, 


Cos Zz CosA 
CosACosa 
Cosa Cos 8 
Cosp Cosy 


Cosy Cosa 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


CosyCosu + CosCCosv =0, 
CosuCosp + CosvCosy=0, 
Cos Zz Co£n + CosACosu =0, 
CosyCosl + CosuCosv=0, 


CosCCosE + CosvCosA=0. 


Dessutom måste på grund af de i (17) framställda formlerna 


nedanstående eqvationer 


Cosa 
CosB 
Cosy 
CosZ 
Car 
Cos LC 
CosA 


Cos u 


Cosv = 


och således också 


vara gällande: 
CosyCosv — CosCCospu, 
Cos CCosA ue Cos £Cosv, 


CosZCosu - CosyCosA, 


CosuCosy — CosvCosg, 
CosvCosa — Cos40Cosy, 
CosA4CosB — CosuCosa, 


CosB Cosl — CosyCosn, 


Cosy Cos Zz 


CosaCosl, 


Cosa Cosnz Cosp Cos & é 


(OR: 30, ROSES 1 GONY 
CosE, Cosy , Cosl = 1. 
CosA , Cosu, Coswv 
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14. 


Sferisk indikatris. 


20. Vid studiet af dubbelkrökta kurvor betjenar man sig icke 
sällan af en hjelpkurva, krokliniens gferiska indikatris benämnd, 
hvilken genereras på följande sätt. 

Man låter tangenten till en gifven kroklinie kontinuerligt röra 
sig så, att tangeringspunkten dervid kommer att genomlöpa krok- 
linien i den led, hvari hon anses vara genererad. Samtidigt här- 
med låter man en rät linie, som utgår från origo, röra sig så, att 
hon under rörelsen städse innehar en riktning, som är parallel med 
tangentens. Då kommer denna linies intersektion med ytan af en 
sfer, hvars radie är enheten och hvars centrum är origo, att på 
sferen generera en kroklinie, och det är denna, som benämnes den 
gifna kurvans sferiska indikatris. 

Af det sätt, på hvilket hon blifvit genererad, följer, att den 
punkt (5, 2, 5) på henne, som svarar mot punkten (Xx, Y;rejapa 
kroklinien, utgör ändpunkt till den radie i sferen, som är dragen 
parallelt och i lika riktning med tangenten i x, y, 2, och att följ- 
aktligen &, n, & måste satisfiera eqvationerna 


dx 
& = Cosa = EP 
YJESCORPAIE så 
deg 
ä = Cosy = ER 


Vidare följer, att riktningarna af de radier, som gå till tvenne punk- 
ter på indikatrisen, bilda samma vinkel, som riktningarna af de 
båda tangenter, hvilka ligga i motsvarande punkter af kroklinien, 
och att derjemte den storcirkelbåge, som ligger mellan de först- 
nämnda punkterna, just utgör måttet på ifrågavarande vinkel. Slut- 
ligen följer ock, att differentialen af indikatrisens båge & måste 
ha samma tecken, som differentialen af s, emedan de båda krok- 
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linierna enligt sättet för deras generering samtidigt växa eller sam- 
tidigt aftaga. Genom differentiation i afseende på s fås af indika- 
trisens eqvationer 


dö RER 
AS UNS 
(SLM BT 
HS ARSA 


och häraf genom qvadrering och addition 


do? 1 


ÅRET 2 


ds? 0? 


då såsom ofvanföre med o menas 


Men häraf erhålles åter 


Ra ds 
Q 
och följaktligen också 
de CS ds?” 
ÅL VER RE 
de” S dst” 
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I dessa eqvationer betyda venstra membra tydligen cosinus för de 
vinklar, som indikatrisens tangent, dragen i denna kroklinies led, 
bildar med axelriktningarna, men högra membra äro, såsom vi i 
(14) funnit, cosinus för de vinklar, som den gifna krokliniens 
principalnormal gör med samma axelriktningar. Vi draga derför 
af dessa eqvationer den slutsats, att indikatrisens tangent är par- 
allel och till sin riktning lika med den gifna krokliniens principal- 
normal. 

21. Låter man vid indikatrisens generering en rät linie sam- 
tidigt utgå från origo och röra sig parallelt och i afseende på rikt- 
ningen lika med den gifna krokliniens binormal, så uppstår genom 
denna linies intersektion med sferen en ny kroklinie, hvars båge 
vi benämna z. Koordinaterna för den punkt på nu i fråga varande 
sferiska linie, som svarar mot punkten Xx, y, Z på kroklinien, äro 


[| 
[| 


dLÖDRA Ja: X, 


” Öog jä = ER ART 


Cosv MESTA 


5 


hvaraf ' 


dt? =(dCos4)? + (dCosu)? + (dCosv)?. 


Af dessa eqvationer erhållas 


BCE 0 
FDA (TR FAI Xda 


dCos p = 33 Fd RE Y.d- 3: 


för SAR 0 
SOS VS Teg ONA + Z.d se 
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hvaraf först och främst följer, om man använder eqvationerna 


Cosa CosB Cosy 4 


ds ds ds 


att 


Cosa.dCos4 + CosB.dCosu + Cosy.dCosv=0, 


och vidare på grund af eqvationerna 


Cost CosY7 CosC z 


SR rd dag 
ds? ds? ds? 
och 
dX.d?x + dY.d?y + dZ.d?2z=-N, 
deri 
AP TRNIOY AS AA 
Ness ldiD, CY gl 
UR SAY RA 
att 


2 
Cösö.dCosa + Cosy.dCosp + CosÖ.dCosv=-=.N. 


Slutligen ger eqvationen 
Cos?2 + Cos?u + Cos?v = 1 
Cos4.dCosd4 + Cosu.dCosu + Cosv.dCosv = 0. 


Af de sålunda funna eqvationerna 
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Cosa.dCoså4 + Cosp.dCosu + Cosy.dCosv = 0, 


CosZ.dCosA + Cosy.dCosu + Cosl.dCosv = IN 
Cos4.dCos2 + Cosu.dCosu + Cosv.dCosv = 0, 
jemförda med 
Cosa.CosZ +" CosBb.Cosy + Cosy.Cosi=0, 
CosZ.Cosé + Cosy. Cosy + Cos C.Cos LC = 15 


CosA.CosZ + Cosu.Cosy + Cosv.Cos C=0, 


inses nu lätt, att 


; RENSAS 
dCosA = TER Cost , 
NN ON Er 
d Cosu= ds Cos7, 
. EA o?N 
dCosv = spe CosC 


och af dessa erhålles genom qvadrering och addition 
dr? = (dCos4)? + (dCosu)? + (dCosv)? = - «08 


om man använder beteckningen 


P ER dn ; 
Oo” Y/N? 
Sålunda blir slutligen 
drt = ds 


Sferisk indikatris. Ja 


Af nyss angifna formler synes, att 


RECOS SED N Slagg 
FU ERONEN fn dSN AN SG Ba Sen 
dm — dCosp FR ON Cos 

ERNA US 4 anda SÅN EG), Spin 
HÖRNA dG0gr sc N 

(a SYRE NG 


och att således tangenten till den kurva, hvars båge vi beteckna med 
tT, är parallel med den gifna krokliniens principalnormal — en egen- 
skap, som af Serret blifvit uppvisad. 

Tangenterna till de båda sferiska kurvorna äro således i mot- 
svarande punkter parallela och af motsatta riktningar, om 


Nör0a 
deremot af samma riktning, om 


NESO0G 


15. 


Om liniers krökningar. 


22. I efterföljande behandling af frågan om liniers krökningar 
anses hvarje båge, som der omtalas, aldrig vara af större utsträck- 
ning, än att såväl tangenten som binormalen kontinuerligt ändrar 
läge och riktning från punkt till punkt utefter hela hans längd. 
Han anses således icke omfatta någon punkt, hvari en plötslig för- 
ändring af den ena eller andra af dessa liniers riktningar inträder. 

Om en kurvas krökningar döma vi efter det sätt, hvarpå 
sidorna af en i kroklinien inskrifven polygonal linie ligga i för- 
hållande till hvarandra. 


&Z 
ee 
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Låt en polygonal linie my 24 My: Mi sk köMNGELTRIRSKALR 
inskrifven i en båge. I hvarje punkt m; och i det plan, som går 
genom punkterna ii, Mi, Miti, bryter sig den polygonala linien, 
så att förlängningen af den sida, som är dragen i riktning från 
mia till mi, bildar med påföljande sida, som är dragen i riktning 
från mi; till miji, en vinkel, hvars storlek V; vi, såsom vanligt är, 
anse betecknad genom det tal, som angifver den honom motsva- 
rande båglängden i en cirkel med radien 1. Summan af alla så be- 
skaffade — naturligtvis i allmänhet olika stora — vinklar benämna 
vi den polygonala liniens totala brytning. Uttrycket för denna 
brytning är således 


och hon är tydligen lika med vinkeln, som uppkommer mellan för- 
längningarna af sidorna mm, my och mai Mn, båda dragna ide rikt- 
ningar, hvilka angifvas genom bokstäfvernas ordningsföljd, om den 
polygonala linien vrides, Så att alla dess sidor nedläggas åt samma 
håll i ett och samma plan, eller med andra ord, så att den plana 
polygonen får endast utåtgående vinklar, under det att de vink- 
lar, som vi betecknat med V, blifva oförändrade till sin storlek. 

Den polygonala liniens totala brytning, dividerad med det tal, 
som betecknar hennes längd, benämnes liniens medelbrytning. Kal- 
las detta tal », så är följaktligen medelbrytningen 


i—n—1 


SARS LV 
"Nn 


och således lika med den totala brytning, som skulle tillkomma 
en polygonal linie af längden 1, om totala brytningarna vore pro- 
portionela mot liniernas längder, ty om denna betecknades med 
B, vore i sådant fall 


 Ofvergå vi nu till gränsvärden, så kommer den polygonala li- 
men att ersättas af bågen mellan m, och m,, hvilka punkter vi 


anse svarande mot s och S, planet m;1 m; m;41 blir oskulerande 
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plan, och i stället för totala brytningen få vi en båges totala krök- 
ning 


samt slutligen i stället för den polygonala liniens medelbrytning 
bågens medelkrökning i 


S 
1 ip AV 
; rr ds lim FP 


som sålunda betecknar den totala krökning, som skulle tillkomma 
längdenheten af den i fråga varande bågen, om denne sednares totala 
krökning vore likformigt fördelad utefter hela bågen, så att man hade 
rättighet sätta totala krökningarna proportionela mot båglängderna. 

Men sedan vi sålunda funnit, hvad som bör förstås med total 
och medelkrökning, gå vi i fråga om kroklinier ännu ett steg längre. 
Vi kalla nemligen den gräns, mot hvilken medelkrökningen hos 
en liten båge As, som börjar 1 punkten x, y, 2, närmar sig, då 
bågen förminskas, krokliniens krökning 1 punkten x, y,2. Betydel- 
sen af detta slags krökning är lätt insedd. Tänker man sig nem- 
ligen en båge af längden 1 stå till bågen As på kroklinien i det 
oföränderliga förhållande, att hans totala krökning är jemnt förde- 
lad, så att på hvarje hans del af storleken 4s belöper sig samma 


totala krökning, som på krokliniens As, så konvergerar totala krök- 
ningen hos denne bågenhet mot en viss gräns, då krokliniens 4s 
konvergerar mot noll, och det är denne förstnämnde gräns, som 
kallas liniens krökning i punkten x, y, 2. Vi anmärka härvid, att, 
om en båge af längden 1 i alla sina punkter har en och samma 
krökning, så är ingen skilnad mellan hans totala krökning, hans 
medelkrökning och hans krökning i hvarje punkt. 
Insätta vi i den sista af våra formler 


S=sSs+4Ss 


och öfvergå till limes, så finna vi såsom uttryck för krökningen i 
punkten £, y, Zz det mot denne punkt svarande värdet af 
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lim — - 


ÅAS 


Hvad nu V beträffar, måste, om vi med A, B, C beteckna de 
vinklar, som riktningen af en sida i den polygonala linien gör med 
axelriktningarna, och med A,, B,, C, de vinklar, som riktningen 
af den närmast följande sidan gör med axelriktningarna, och då således 


CosA, = CosA + A4CosA, 


CosB, = CosB + 4Cos B, 


Cos C, CosC + 4CosC, 


denna vinkels storlek vara bestämd genom 
Cos V =CosA(CosA+4CosA) + Cos B(CosB +4CosB) + 
+ CosC(CosC + 4Cos C). 

Men nu äro 
Cos?A + Cost B + Cos?C =1, 
Cos? 4, + CostB, + OostereRla 

och följaktligen finna vi dels 

CosV =1 + CosA.4CosA + CosB.4CosB + Cos C.A4CosC, 


dels också 


2(CosA.40CosA + CosB.4CosB + CosC.4Cos C) = 
—- ((ACosA)? + (4008 BY? + (40Cos C)?], 


hvaraf således äfven följer 


2(1—-CosV) = (40CosA)? + (4Cos B) + (A4CosC)? 


eller 
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A 


4 sin2 > = (4005 AY? + (4Cos B)? + (ACosC)? 


och slutligen 


Vv go MACosAY + A008 BY (A00s 0) 
RS ON 
2 


Observera vi nu med afseende på denna sista eqvation, att 
vid limesöfvergång vinklarne A, B och C måste ersättas af a, 8 och 
y, som beteckna tangentens vinklar med axelriktningarna, och näm- 
naren i högra membrum utbytas mot ds, samt att derjemte 


ä 
SIN — 
lim = I, 


V 
2 


så inse vi lätt, att af densamma följer 


SCA =S AE DEE a 
Ås G ( TV N ( ) kh ds 


och i öfverensstämmelse härmed blir 


Totala krökningen af bågen S—-s (S>s) 


S 
Jas /(T0T d Cos py? (ERY 
s ds vi (EF ) ds ' 


medelkrökningen af samme båge 


S 
I (AC 2 Jos BY? [CosyY? 
Jas (1000 $ (3 ?) Å ( 2) | 


s ds ds a 


och krökningen 1 punkten x, y, £ 
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SÅ dCosay? ER fn ET 
( ds )+ ds ) ( ds k 


Som vi hittills endast betraktat det sätt, hvarpå den polygonala 
linien bryter sig i plan sådana som mi;-1i 2; mi+1i, och alla dessa 
i limes blifva oskulerande plan åt kroklinien, ha vi för sed att be- 
teckna alla hittills betraktade krökningar med den utan tvifvel 
mindre adeqvata benämningen krokliniens krökningar i hennes osku- 
lerande plan. Vi benämna dem också krökningar af första slaget. 
Med krökning utan något tillägg förstå vi vanligen detsamma, som 
med krökning i en punkt, och beteckna den med 


K. 


23. Hittills ha vi endast i fråga om sidornas inbördes läge i 
den polygonala linien betraktat den brytning, som linien undergår 
1 sådana plan, hvari tvenne närliggande sidor äro belägna. Sidor- 
nas deraf beroende ställning är emellertid icke den enda, som för- 
tjenar uppmärksamhet, liksom den icke heller ensam är tillräcklig 
för att bestämma den polygonala liniens form. Denna beror neml: 
äfven af vinklarne mellan de plan, i hvilka den polygonala linien 
bryter sig. Ty genom hvarje vinkel W, belägen mellan tvenne 
plan, som tillhopa innebålla tre närliggande sidor i den polygonala 
linien, och af dessa den medlersta såsom intersektionslinie, åstad- 
kommes hos linien en vridning vid hennes gång ur det ena planet 
in i det andra. I betraktande häraf och i enlighet med vårt sätt 
att behandla brytning benämna vi summan af alla sådana vinklar 
W den polygonala liniens totala vridning. Uttrycket för denna är 
således 


Men härvid är en omständighet att iakttaga, som ej ifrågakom vid 
brytning. Vi kunna icke vid summering af vinklarne W anse 
alla vara af samma tecken. Föreställa vi oss nemligen, att den 
polygonala linien varit ursprungligen plan, och att vi från någon 
punkt på förlängningen af en sida m; m;41, utdragen i riktning 
från m; till mir, betraktat den rörelse, genom hvilken planet 
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Mm; Miri Miro Vridit sig ur planet mi; i m; Mijji, d. Vv. s. den 
rörelse, genom hvilken projektionen af mi;+1 Mi42 mer och mer 
divergerat från projektionen af m; i: mi 1 ett mot linien mm; mi;+1i 
vinkelrätt plan, så inses lätt, att denna skulle hafva visat sig bestå 
deri, att projektionen af m;;1i mMi+2 vridit sig en vinkel Wy; an- 
tingen i direkt led, således från höger till venster, eller också i 
en dermed motsatt. Dessa båda fall kunna och böra vi serskilja 
derigenom, att vi beteckna de på det ena sättet uppkomna vink- 
larne såsom positiva, de andre såsom negativa. I uttrycket för to- 
tala vridningen låta vi således alla vinklar W ingå försedda med 
tecken. 

Den polygonala liniens totala vridning, dividerad med det tal, 
som betecknar liniens längd, benämna wvi liniens medelvridning, 
hvilken qvantitet följaktligen blir 


i=n—1 


UR NVI Se 


FER 


1 


Den är tydligen lika med den totala vridning, som skulle tillkom- 
ma längden 1 af den polygonala linien, om vridningarna vore pro- 
portionela mot liniernas längder. 

Genom limesöfvergång öfverflytta vi först och främst, hvad nu 
blifvit sagdt om den polygonala linien, till att gälla om bågen och 
benämna gränsvärdet för totala vridningen bågens totala torsion, 


som sålunda blir 
ar NE 
MSE byg Yr 
TEN 


S 


Vidare kalla vi gränsvärdet för medelvridningen bågens medeltorsion, 
som följaktligen skulle beteckna totala torsionen hos båglängden 1, 
om totala torsionerna vore proportionela mot båglängderna, och till 
uttryck har 
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Slutligen kalla vi den gräns, mot hvilken medeltorsionen hos en. 
liten båge 4s, som börjar i punkten x, y, £, närmar sig, då As 
förminskas, bågens torsion i punkten x, y, 2. Dess uttryck är 


lim 


AST 


och dess betydelse inses deraf, att för en båge af längden 1, som 
har samma torsion i alla sina punkter, är denna tillika hans totala 
torsion — och vi kunna tillägga äfven hans medeltorsion. 

Sättet att beräkna 


lim 


Få 
As 
är detsamma, som ofvanföre blifvit användt vid beräkning af 


; 
lim Nag, 


As 


Endast den skilnad behöfver iakttagas, att de vinklar, som vi der 
betecknat med A, B, C, här betyda vinklarne mellan koordinat- 
axlarne och axeln för det plan, som innehåller två närliggande si- 
dor i den polygonala linien, samt följaktligen vid limesöfvergån- 
gen måste ersättas af binormalens vinklar, hvarjemte också veder- 
börligt afseende bör fästas vid gränsvärdets tecken. Således måste 


(i 2 ST (ET) (Se RAS SNES 
At ds HERE 


re KÄRE VA NOSA PEO Ken er (XdX+ YdY+ZdZpP = 
ds2(X? + Y? + Z2)? 


" 


AR 4+ VY + 2) 


Hvilket tecken tillkommer gränsvärdet, afgöra vi på följande sätt. 
Vi lägga en tangent i punkten x+A42x, y+4y, 2+42. Cosinus 
för de vinklar, som hans riktning bildar med koordinataxlarne, äro 
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dy d 2 Ad 


, 


— + dd > EA 


och således blir cosinus för den vinkel O, som han bildar med 
binormalen i x, y, 2, 


dz. dy . ,de 


g FETA 3 SN SE 
dx dy de 
CosO = Aa ör 
S e DE SNES 
d?x d?y d?z2 
ES s2 ? ds? 
Men nu äro 
10 EN dr I f(d?x 3 
dana der 3 (ag tä) ast, 
By du 1 (dy z 
rake dor 4d$+ 7 (ga +&)4s : 
dz d” 2 10/d rg É 
EG INR ka 5 (gt ; JA4s 4 
och således 
OMAR TNE 
Cos&O 0 IN o dx dy deg 
As? Se uden ds ds 


RA IRAN ER I Än SNR 
EE RR år. 9 
ds? ds? ds? 


Af denna eqvation synes, att CosO har samma tecken, som N, för 
små, mot noll konvergerande värden på 4s, och att således O när- 
mar sig till rät från att förut hafva varit spetsig, om N är positiv, 
men deremot öfvergår från trubbig till rät, om N är negativ. Så- 
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ledes inträffar också omvändt, att när tangeringspunkten rör sig 
från xs, y, Z i den led, hvari kroklinien är genererad, vrider sig posi- 
tiva tangenten ur det oskulerande planet, så att hans riktning öfvergår 
från att vara vinkelrät mot binormalen till att med denna linies 
riktning bilda spetsig vinkel, om N är positiv, trubbig deremot; 
om N är negativ; och naturligtvis kan detsamma sägas om tan- 
gentens projektion i det genom £x, y, Z lagda normalplanet, hvil- 
ken projektion i förra fallet vrider sig ifrån positiva principalnor- 
malen åt positiva binormalen och således i direkt led, i sednare 
fallet deremot från sistnämnda linie och således i indirekt led. Detta 
betyder, annorlunda uttryckt, att kroklinien sjelf vrider sig ur det 
oskulerande planet åt positiva binormalen, eller i direkt led, om 
N är positiv, men deremot från positiva binormalen, eller i indi- 
rekt led, om N är negativ. 

Då, efter hvad vi sålunda sett, N är afgörande för frågan om 
det tecken, som bör tillkomma torsionen i en punkt x, y, 2, lösa 
vi den ofvanföre framställda eqvationen så, att vi helt enkelt sätta 


1; ww N 

(7 ARNESEN 

och det ur denna eqvation beräknade gränsvärdet anger nu icke 

blott i fråga varande torsions storlek utan också dess beskaffenhet 

1 öfrigt, så att torsionen är direkti ofvan anförda mening, när gräns- 

värdet är positivt, indirekt deremot, när gränsvärdet är negativt. 
I enlighet med hvad nu blifvit sagdt, är såväl till tecken som 

storlek totala torsionen 


Ska 3 dz 


medeltorsionen 


; 6 1 l 
OR SS NS ds 
S räd Se S NS + Vs + VAG 5 
och torsionen 1 punkten x, y, z 


N 
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På grunder likartade med dem, som ofvanföre blifvit anförda ifråga 
om kurvors krökningar, säga vi understundom, att torsionen anger 
sättet för krokliniens öfvergång från ett oskulerande plan in i ett 
annat. 

Naturligtvis kan man fatta krökning i vidsträcktare betydelse, 
än vi hittills hafva gjort, och derunder förstå äfven torsionen. 
Det är också hvad man i sjelfva verket gör, då man, såsom bruk- 
ligt är, benämner denna krökning af andra slaget, och man gör 
detsamma, då man talar om dubbelkrökta kurvor. Torsion utan nå- 
got tillägg tager man ofta i en inskränkt betydelse och förstår der- 
med detsamma, som med torsion i en punkt, samt använder för 
denna qvantitet beteckningen 


Ej 


24. Af formlernai paragraferna 20 och 21 visar sig, att krökning 
och torsion på det närmaste sammanhänga med beskaffenheten af 
de sferiska kurvor, som der omtalas. Af dem framgår nemligen, 
att en båges totala kurvatur är lika med längden af indikatrisens 
motsvarande båge, således 


en båges medelkurvatur lika med förhållandet mellan indikatrisens 
och krokliniens hvarandra motsvarande bågar, således 


och kurvaturen i en punkt x, y, 2 lika med limesförhållandet mellan 
indikatrisens och kurvans mot hvarandra svarande båginkrementer, 
således 


ADA Ae do 1 
Kö lä SA 
Re ds 0 


Likaledes synes, om man betraktar den andra af de båda sferiska 
kurvorna, att limes för förhållandet mellan motsvarande inkrementer 
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af hennes och den gifna krokliniens bågar är lika med det numeri- 
ska värdet af torsionen i punkten x, y, 2 på den sistnämnda kur- 
van, att nemligen 


; d TY? 
T: = (7-)» 


hvilken eqvation måste ersättas af 


No dt 
VN2ds” 


TURE 


så snart man också i afseende på tecknet vill ha torsionen bestämd. 
I enlighet härmed blir totala torsionen 


STANS 
— — (ds, 
fö VN? ds 


och medeltorsionen 


25. Kallar man, såsom brukligt är, vinkeln mellan tangenter- 
na i två närliggande punkter på en kroklinie kontingensvinkel, och 
vinkeln mellan binormalerna i samma punkter torsionsvinkel, så 
berättiga oss nu angifna formler till att säga, att krökningen i en 
punkt är lika med limes för förhållandet mellan kontingensvinkeln 
och motsvarande båge och torsionen i cen punkt lika med limes för 
förhållandet mellan torsionsvinkeln och motsvarande båge, om nem- 
ligen torsionsvinkelns tecken bestämmes i öfverensstämmelse med 
hvad vi ofvan yttrat om sättet att räkna vinklar i direkt eller 
indirekt led. 
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16. 


Radius curvature och radius torsionis, 


26. Appliceras det, som i paragrafen 22 blifvit sagdt om krök- 
ning, på en cirkel med » till radie, så inses, att då bågen är rw, 
hans totala krökning är w och således hans medelkrökning 1:r. 
Detta sednare uttryck blir detsamnmia, hvilken storlek bågen än må 
hafva, och deraf är tydligt, att det består ända in i limes, och 
att således krökningen i en punkt hvilken som helst af cirkelperi- 
ferien äfvenledes är 


> 
? 


N VR CM Må . : . ct / | ; af . ; KL li . 
Men nu är krökningen i en punkt x, y, Zz af en gifven kroklinie 


ake 
Q 
hvari 
Å 
MOS TEE VER rar ra be rele ene LAENRORS ES SEPA NER Ser SEP SÄ NE RENEE ST TRETSEK KARATE LAT TERES). År 
j E 2 i ET) ES i 
( ds ds ds ) 


och således finner man vid jemförelse mellan uttrycken för krök- 
ningarna i en punkt på cirkelperiferien och i en punkt på krok- 
linien, att krökningen i den sednare är lika med krökningen i en 
punkt på periferien af den cirkel, hvars radie är o. Af detta skäl 
benämner man 0 den gifna kurvans radius curvature (kröknings- 
radie). 

Ehuru icke cirkeln lika otvunget egnar sig till jemförelse, då 
frågan gäller en kroklinies torsion, har man likväl för sed att på 
grund af likformighet i uttrycken för K och 
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hvari 


l 
d Cos AY? fe ; 
öst SA ROR KA + 
( ds ) ds ) ( ds 


benämna P krokliniens radius torsiomis (torsionsradie). 

(Rörande analogien mellan radius curvaturze och radius torsionis 
se en uppsats af Steen i Tychsens Tidskrift för Math. Anden 
Rekke, Anden Aargang, pag. 178). é 

Hvad nu dessa båda radier beträffar, kan den först omtalta 
skrifvas under flera olika former. Vi anteckna följande: 


1 


SE Fk (EE 5 (EF) i 
: + [— + |— 
ds ) ds ) ds 


pr 


och 


1 
0 = 


GT a 
ds" FSE bed (57) 


eller, om man låter den oberoende variabeln vara hvilken som helst 
och observerar, att i sådant fall 


dsd?s=dxd?x+dyd"y+de2d?z2, 


ds? 


Vidare den härmed identiska 


Y ds? Yyds? 
ÅR Ren 


och slutligen 
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Den andra radien åter kan skrifvas sålunda: 


1 


(SERA d d Cos uy? (a 2 
ds RN ) 


eller, emedan 


Coså — Cosu gå og Ra ck 
KOEEE SR T VV MER ar Ugn Me 


hvari för enkelhets skull användes beteckningen 


MESA GE Viggen 


Å 


läm) > ac) las) 
(3 nm) Eld MJ 2 M) 


Vidare (se 21) 


(RASA BENTE SE NEN 
VN? VN? 


och 


samt slutligen 


nan RET 
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17. 


Serrets formler. 


27. I det föregående (se 19) ha vi angifvit relationer mellan cosi- 
nus för de vinklar, som tangentens, principalnormalens och binorma- 
lens riktningar bilda med axelriktningarna. Differentialerna af dessa 
cosinus kunna uttryckas på ett enkelt sätt och satisfiera några sär- 
deles anmärkningsvärda eqvationer, som berret gifvit och hvilka 
vi här skola framställa med den obetydliga förändring i form, som 
blifvit en följd af vårt sätt att bestämma nyssnämnda liniers rikt- 
ningar. 

Af eqvationerna 


Cosa Cosp Cosy 4 


dx dy d2 
ds ds ds 


erhålles genom differentiation 


dCosa — dCosg dCosy ds 


fr ES Sp IN en, sd = 


25 24 d2g0 oa 
Que ÖS ÖR 
ds ds? ds? 


Men nu är enligt (20) 
dö = 5 EE 
ij 


hvarjemte 


och således finner man en första grupp bland Serrets formler, 
nemligen: 
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Cos£.do, 


d Cos a 


I 


dCosp = Cosy. .do, 


dCosy = Cosl.do. 


En andra grupp är enligt (21) 


ÄGER Åbr ban födena CosZ.dr, 
JN 


dCosu = — Na Co8 n.dT, 


T 


dCosv = — SEE C-dr ; 


N2 


En tredje fås sålunda. Eqvationen 


Cos?& = 1 — Cos?a — Cos? 4 
differentieras, hvarigenom erhålles 


CosZdCoså = — CosadCosa — CosådCoså 


eller på grund af tvenne bland nyss framställda Serretska formler 


+ 


Cos£dCosZ= — CosaCosZ.do + 7 CosA CosZ.dr ; 


N2 


som efter division med Cosé gifver 


dCosZ = =(C0OS AX AO + he CosA.drt. 
N 


Denna eqvation i förening med dem, som genom permutering af 


bokstäfver derur erhållas, bildar den tredje gruppen af formler, som 


följaktligen äro 
4 
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Cos 4.dr, 


dCosZ= — Cosa.do + 


VN? 


T 


dCosy = — Cosp.do + Ni Cosa dö 
JAN 


2 


YT 


dCosl=-Cosy.do + Cos v.drt. 


ÅN? 
Dessa Serrets formler kunna enligt (26) skrifvas sålunda: 


dCosae = KCos£.ds, 


dCosp K Cosy .ds, 


dCosy = KCosl .ds, 
dCoså = —- TCosk ds, 


dCosu = — TCosy.ds, 


dCosv = — TCosl. ds, 


dCoså — KCosa.ds + TCos4.ds, 


dCosy, = — KCosp.ds + TCosu.ds, 


ll 


dCosl = — KCosy.ds + TCosv.ds, 


och af dem följa 


Cospd Cosy — Cosyd Cos Bg 


CosA = 
do 
; CosydCosa — Cosad Cosy 
Csu= — NN, 
do 
/ CosadCosB— CosgdCosa 
Cosv = É B $ 


do 
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N Cosud Cosv — Cosvd Cos u 


Cosa = | : 
VN? dr 

AG N CosvdCos2A — CosA4dCosv 

Co9p:.= ; Rs 
/N2 dt 

å N — CosA4dCosu — CosudCoså 

Cosy = 2 FER NS end DNE bt fet 0 sa 


(Ne | | dT 


enligt de formler, som innehållas i (19). 


18. 


Oskulerande cirkel. GCirculus curvature, Krökningsaxel. 


28. Lägger man en cirkel genom tre närbelägna punkter på en 
kroklinie och låter afstånden mellan dessa förminskas, så närmar 
sig cirkeln i afseende på läge och storlek mot en viss gräns, som 
naturligtvis äfven är en cirkel och som vi benämna oskulerande, 
för att dermed tillkännagifva, att den variabla cirkel, för hvilken 
han är gränsläge, går genom det största antal sammanfallande punk- 
ter på kroklinien, som i allmänhet är möjligt. 

Den oskulerande cirkeln bör sålunda erhållas, om man genom 
punkterna x, y, 2, C+A2X, y+Ay, 2+42 och X+2AXx+4?x, 
y+2A4y+A4y, 2+242+4?2 lägger på en gång en sfer och ett 
plan, för enkelhets vinnande så, att den förres medelpunkt faller 
1 planet, och derefter bestämmer den gräns, till hvilken intersek- 
tionen mellan sferen och planet närmar sig, då afstånden mellan 
punkterna förminskas. 

Hvad nu detta sätt att bestämma oskulerande cirkeln beträffar, 
är först och främst tydligt, att den nyssnämnde sferen, som går 
genom de tre punkterna, har till gräns en sfer, hvars medelpunkts 
koordinater och radie, här nedan betecknade med &, 7', & och rr, 
måste satisfiera eqvationerna | 
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(rr de) RT Or INR 1 ARG r?, 


(£-2x)dx +(Y-y)dy + (8-2)d2 


II 
CS 


(E-x)d?x + (Y-y)d?y + ($-2)d?2 = ds?, 


och vidare är tydligt, att det ifrågavarande planet har till gräns 
krokliniens oskulerande plan, och att &, ', & således äfven måste 
satisfera 


(5-2) X + (fy) EUR) AEA 


Slutligen inses också, att det just är intersektionen mellan den sist- 
nämnda sferen och det oskulerande planet, som utgör den oskule- 
rande cirkeln, och att följaktligen dennes medelpunkts-koordinater 
och radie äro desamme, som nyssnämnde &', 1', & och »' och kunna 
beräknas genom ofvanstående fyra eqvationer. 

Ur de sista eqvationerna erhålles nu lätteligen 


Ex 5 N—-Y A C-—2Z gå ds? 
Yde-Zdy = Zdx-Xde "= Xdy-Ydz K+ YIPZ 


hvilket eqvationssystem också på grund af (se 13) 


Yde2 — Zdy Zdx— Xdz Xdy — Ydzx 
— —  — = — — — — — = NSL RN ET FR =ds? 
Ellas d dy RA 


ds ds ds 
och (se 26) 


6 
NN? + FRE TR 
k 


kan skrifvas sålunda 
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(>) 


Insättas de härur hemtade värdena på &, f', & i den eqvation, som 
innehåller »', så ger denne 


r=07 


hvilket visar, att oskulerande cirkelns radie är densamme, som ra- 
dius curvature, en omständighet, som föranledt dertill, att man 
äfven benämner oskulerande cirkeln circulus curvature. 

Vi ha sålunda funnit, att koordinaterna för oskulerande cir- 
kelns (circuli curvaturae) medelpunkt (centrum curvature) och hans 
radie äro 


Vi skola nu närmare betrakta de eqvationer, af hvilka dessa 
uttryck erhållits. Den första bland dem är helt enkelt eqvationen 
för en sfer, som går genom punkten x, y, 2. De två följande er- 
hållas derur genom successiva differentiationer 1 afseende på x,y, 2, 
och äro identiska med de eqvationer, som i förening representera 
polaren (se 11). Den tredje åter är oskulerande planets eqvation. 
Vi draga häraf först och främst den slutsats, att centrum curvatur&e 
är beläget i normalplanet på sjelfva polaren och derjemte i osku- 
lerande planet, följaktligen också på principalnormalen i den punkt, 
der denne och polaren skära hvarandra (vinkelrätt). 

Vidare inse vi. på grund häraf, att polaren, som sålunda. går 
igenom sjelfva centrum curvature och är vinkelrät mot circuli 
curvature plan, d. v. s. oskulerande planet, i sig innehåller alla 
ifrågavarande cirkels poler, hvilken omständighet föranledt hans 
benämning. Och slutligen kunna vi förstå, att kroklinien, som i 
punkten x, y, Zz har samma krökning som cirkeln, kan i likhet 
med denne anses kröka sig kring polaren såsom sin axel, hvarföre 
vi också benämna polaren kurvans krökningsaxel. 
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Ifrågavarande eqvationer kunna också skrifvas sålunda 
(5-0) (0) FY) EE 
(£— x)Cos a + (4'—y)Cos fp + (&- 2) Cosy =0, 
(£— x)Cos Z + (17—y)Cos 7 + ($—- 2) Cos C= vg 
(E-x)Cos2 + (f'—-y) Cosu RETUR 2)Cosv = 0, 


hvaraf fås 


E-2x = oCosk, 


-y = 0Cosqz, 
U-2 = oCosl, 
FÖRENDT 


Dessa eqvationer visa, hvad redan blifvit antydt, att nemligen den 
linie, som är dragen i riktning från punkten x, y, Zz på kroklinien 
till centrum curvaturg, sammanfaller både till läge och riktning 
med principalnormalen. 


19. 


Andra sätt att beräkna oskulerande cirkelns centrikoordinater 
och radie. 


29. Den oskulerande cirkelns stora betydelse för kännedomen 
om dubbelkrökta kurvor föranleder oss, att till det, som vi ofvan- 
före om honom yttrat, göra nedanstående tillägg. 

1:o. Emedan oskulerande cirkeln blir densamme, hvilken den obe- 
roende variabeln än må vara, finnes ingenting, som hindrar oss, 
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att lägga den för hans bestämning använda sferen, genom trenne 
punkter belägna så, att afståndet mellan förste och andre punkten 
ständigt är lika med afståndet mellan den andre och tredje, och 
att således antaga 

(Ax + Ax) + (dy + Ay) + (A2+ 4?) = AX? + Ay? + AR, 
eller, som är detsamma, 

24x4x+2dydy+2424?2 = — HA?) + (A?y)? + (A?2)23. 


Göra vi detta, och begagna vi beteckningarna 


ER NT 


S 
I 


EE FE 


w 


cC- 2-4Å42, 


deri a, b och c betyda sferens centri-koordinater, så uttryckes, att 
sferen går genom de tre punkterna på kroklinien, förmedelst föl- 
jande eqvationer: 
UU: + vr WS, 
Iudx + 2vdy + 2wA42 = — (AX? + Ay? + A22), 
ud?x + vdy + wA4Az = (AX? + dy? + 42?), 
1 hvilka > naturligtvis utmärker sferens radie. Att åter medel- 


punkten ligger i det plan, som går genom nyssnämnde punkter, 
uttryckes genom eqvationen 
c 


NERE ROT. 04 CC 
73 förra a kJ ERNA [FR IL DS 
22 ine Få) PREV kl 


Dessa fyra eqvationer satisfieras tydligen af 
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u=kAx, 
v = kdyY, 
w=k Az, 


om 
yr? = kb i kARN0D? Ej (4 y)” + (Ad) 


AX? + Ay? + A2? 


k= (Ax) +(Ay) +(A42)” 


, 


och således, efter elimination af k, äfven af 


u v JR ror jr 
Ax A'y dB AR AU IE 


och 


re (420 + dyr +42?) 
Eh (Ac) ALA YES ARN : 
af hvilka uttryck slutligen erhållas 


Ae 3 sq ONE st 

ANNE SPA EES 
o AY 

ET IE SA and gt Ae 
42 

ME NAR FREE Aa SAGA RE RON en 

C=2+Å2 +" AGP Fd Ne 
AA Ax? + Ay' + 42? 

VAX) +(Ay)” +(4?2) 


Dessa serdeles enkla differensformler, som Shellbach påvisat, gifva 
vid limesöfvergång samma uttryck för oskulerande cirkelns centri- 
koordinater och radie, som vi redan funnit i föregående $, om vi 
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nemligen iakttaga, att a, b, c, 7 utbytas mot &, 7', &, r' och att 
ds =de +dy +d2. 


2:0. Åro, såsom nyss, de tre diskreta punkterna belägna så, att 
afståndet mellan förste och andre punkten är lika med afståndet 
mellan andre och tredje, så kan radien i den cirkel, som går ge- 
nom dessa tre punkter, med lätthet beräknas på följande sätt. 

Förlängningen af den korda, som sammanbinder förste och 
andre punkten, bildar med kordan, som förenar andre och tredje 
punkten, en vinkel, som må heta V. Men denne vinkel V bildas 
också af de båda perpendiklar, som föras från cirkelns centrum till 
kordornas midtpunkter, och derföre blir, såsom lätt synes, 


Tr 


I NV 
? VAX) + (Ay) + (42) = rr sin 3» 


om »7r liksom förut betecknar cirkelns radie. 
Hvad nu V beträffar, så ha vi redan i (22) funnit, att för ho- 
nom gäller formeln 


+ 


4 sin? — = (4CosA) + (4Cos B)> + (4Cos(C)?, 


deri Å, B och C äro vinklar, som ha «a, fb, y till limites, och följ- 
aktligen inses lätt, att 


id 
4 d? xN? d?yN? CT 
(=) i (2) ART 


3:o. Åro koordinaterna för tre punkter på en kroklinie 


lim r = 


XC, Yr, Es 
x+AXx,y+ÅAy, 2+Å2, 


Xx+2A4x+4x, y+2A4y+4y, 2+242+42, 


så äro sidorna i den triangel, som har i fråga varande punkter till 
vinkelspetsar, 
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= JAX+ dy + Ag? 


> = JA + Ag) + (dy dy) l(d2+ de), 


Så = V2 AL + AX) + (2dy+ Ayf + (2d2+ 42), 
och triangelytans projektioner i koordinatplanen 
a ä 5 (Ax y— 4dy4? 2), 
l ? 9 
IS a (dyde - 424y), 
l 5 a 
a (d24x —- AxA2), 


samt följaktligen triangelns egen yta 


j FT a OS OA , 
IS z | NS(AxA'y— dyAx) + (dy de - A2IyY+(A24x— AxAIBY. 
Men den omkring triangeln skrifna cirkelns radie r är 


5 52 93 
UTP 


och följaktligen finna vi genom limesöfvergång 


ds? Yds? 
YC 4 YA zZ 


[ELSE MA 


4:o. Följande vackra härledning af uttrycken för radius cur- 
vature och centri curvature koordinater förekommer hos Joachims- 
thal. Man tänker sig en parallelogram, som har tre af sina vin- 


kelspetsar på en kroklinie i punkter (0), (1) och (2), hvilkas koor- 


dinater äro 


GRE 
G) h a IE 29 f A 
md je SR Få SÅ Re : > EV N : 
Beräkning af centrum curvature. 
3 Kl , 23 
og CR Fred 


Lay Ya 2. 


således måste följande eqvationer ega bestånd: 


EE 


Re Nar 
" ' 


3 = Xx SE 1 Sf Lo 9 


YE YTMICE Jos 


Kar AA t 204 


ST-—-20 bla, 


=Yy — 2y, + Ya» 
SSE + 20, 


be SIR 
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< 
«= 
| 
Sy 
i 
NN 
NN 
< 


Längden af diagonalen (1.3) är till följe häraf gifven genom eqva- 


tionen 
(179)P= (LÄR EE RIP ISKEN EI FENG 
Men samma längd är också bestämd genom eqvationen 


(1.3) = (0.1) + (0.3)? — 2:(0.1).(0.3)00a VR 


eller 


(1::0)2= 3 (051)—- (013140 (2 sin 3)” 


om nemligen V är vinkeln mellan (0.1) och (0.3) eller; somfär 
detsamma, mellan förlängningen af (0.1) och linien (1.2). Af de 
uttryck för längden af (1.3), som vi sålunda funnit, följer, att 


(2 SS 5) — (Ax) + (AY) + (42) —- ((0.1)—-00.3)3? 
FS NE (0.1).(0:3) | 


Men nu är tydligen 
(0.1) = JA2X? + Ay? +A2?, 
och 
(0.3) — (0.1) = 4(0.1)= AJAX? +Ay?+ AR, 
och således 


(2 on YJ' = (tet (RY (MN (ANDRE FAD 
SEM (0.1) (0.3) 
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Vill man nu begagna denna formel för att finna krökningsradien, 
så har man att iakttaga, att den genom punkterna (0), (1), (2) för- 
lagda cirkelns radie r är sådan, att 


CEN SAGE 
V OR 


TS 
2 


lim r = lim 


och att derjemte 


(0.1) (RR 


= lim = 


As As 


lim 


och man erhåller följaktligen såsom uttryck för krökningsradien 


ds? 


RK (d-g)ch (du or (d?g)2 — (ds) AG 


lim r = 


Antages nu, att parallelogrammen ir en rhomb och att således 
(Ob) =E (03) =(0r4)4 


så är linien, som går genom (1) och (3), diameter i cirkeln, och 
man erhåller 


4 J(A4z)? + (Ay)? + (42)? = 0, 


[öra Aes 0 AL) sin = » 


ds? 


limr=s — — no > 0. 
VICE Ne (5) 
TN v ce ds? 


Cirkelns centrum, hvars koordinater må heta a, b, c, ligger i så- 
dant fall på förlängningen af diagonalen (1.3) och satisfierar eqva- 
tionerna 
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och häraf fås 


Az (071) 


Bugg r k 
JG Sa 2 sin — 
2 
20 (UD 
b-Y1 =S fe 9 
; (O;E)” PI a 
sin 5 
ARG Az (07) 
RR ge FEL SAR RELSEN. 
(OM3A An. 
2 sin 5 
hvaraf genom limesöfvergång 
. ART fen 
E = Vy + 07. FE 9, 
' dy 
US TRO ds? ä 
Pic lg NES d? 2 
SLA ee ds” 
20. 


Oskulerande sferen, 


30. Om man från de eqvationer, som bestämma koordinaterna för 
centrum curvature och krökningsradien, utesluter den sista och i 
stället insätter, hvad genom differentiation af närmast föregående 
eqvation erhålles, samt tillika utbyter &, 1', &, r mot EA CV 
så finner man eqvationerna 
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(E =) + (1-4 (Ca = R, 
(8 -—-x)dx + (Y'--y)dy + (C-2)d2 = 0, 
(5 —-x)dx + (f'-y)dy + (S-2)d?2 = ds?, 


(E-2x)d?x + (n'—-y)dy + (S-2)d?2 = 3ds.d?s, 


och det inses lätt i stöd af det, som blifvit sagdt i (3), att &', w". &', R 
i dem beteckna koordinaterna för medelpunkten och radien i en 
sfer, som utgör den gräns, hvartill en i afseende på läge och stor- 
lek föränderlig sfer, hvilken blifvit lagd genom fyra närbelägna 
punkter på kroklinien, närmar sig, då afstånden mellan dessa punk- 
ter förminskas. Denna sfer benämna vi oskulerande, dermed till- 
kännagifvande, att den variabla sfer, hvars gräns han är, går ge- 
nom det största antal punkter på kroklinien, som i allmänhet är 
möjligt. 
Genom elimination mellan ofvanstående eqvationer erhålles 


E-x Å NY UU—2 IS 
FI gd2s. X ods.dY—-3d:s.Y ds.dZ-38d?s.Z  N 


eller 
ds? X 
EST EA KR AN 1 ÄRR gå 
REN ASS da 
ds? ste Vi 


ds? GD 
POE NE NR 7 (EN 
Sa N ds? 


och häraf 
SR N? d ds? Fd ds? LS ds3 j 


Vackrare och användbarare uttryck än dessa finnas emellertid ge- 
nom transformering af de eqvationer, från hvilka man härledt dem. 
Först skrifver man, 1 likhet med hvad skedde i (28) 
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(E-NR Ne YEAR (SVANSEN 
(S —x) Cosa +(7"-y)CosBp + (&'—-2)Cosy = 0, 


(5-2) CosE + (4'-y) Cosy + (5-2) CosC=0, 


och derpå differentierar man den sista eqvationen samt använder 
till transformering af differentiationsresultatet såväl 


Cos£dz + Cosy dy + Coslde =0, 


som ock sista gruppen af Serrets formler jemte den näst sista 
eqvationen. Härigenom erhålles för bestämning af medelpunktens 
läge och radiens storlek i oskulerande sferen 


(ST 0 (17 UT TAGER RATE 
(£—-x)Cosa + (7"—-y) Cosp + (C-2)Cosy=0, 
(5 —-2x)CosE + (7 —-y) Cos7 + (ö—-2)CosC = OS 


N do 


(E'—-x) CosA + (f"-y)Cosu + ($'—-2)Cosv = FINER. , 
hvilka eqvationer gifva (se 19) 
EX = 0 Cos £ + S Ip Cos 4, 
3 > VN? ds 
”" N N de Y 
YR ESOTRE SK RNA Pistol 
SER AE KS SN NGN 
SK JE S 
do? 
PES AV ENG 
RK ägs ds? 


Granskar man närmare de eqvationer, genom hvilka radien och 
koordinaterna för centrum i oskulerande sferen beräknas, så synes 
först och främst af den andra i ordningen, att centrum är beläget 
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t normalplanet. Vidare visa den andra och tredje 1 förening, att 
centrum ligger på polaren. Och slutligen finner man, när äfven 
den sista eqvationen medtages, att centrum måste utgöra gränsläget 
för den punkt, som tillhör trenne skilda men med hvarandra samman- 
fallande normalplan, och således äfven vara gränsläget för skärnings- 
punkten mellan polaren och intersektionslinien mellan tvenne med 
hvarandra sammanfallande normalplan, af hvilka det ena inne- 
håller polaren. 
Sluteqvationerna åter, som kunna skrifvas sålunda 


EET EPN QS EN SE TITO 
SEN2.dS VN2 dz 

EN: 1 de AN då 

RN eh LT Nida O 

ESC Tr NEP IAG Got Der ENRICENN. 
SN? ds VN2d 


visa, att afståndet mellan centrum för oskulerande sferen och cen- 
trum curvature är 


Det stycke af polaren, som ligger mellan 1 fråga varande båda cen- 
tra och hvars längd är p, brukar man kalla polar i inskränkt be- 
tydelse. Tillsammans med de radier i oskulerande cirkeln och sfe- 
ren, som gå till punkten x, y, 2, bildar det en rätvinklig triangel 
belägen i normalplanet, och 


d oy? 
R2 NA de = fj2 ÅN RS ER 
: 0 P 0 FR 
3l. Man benämner understundom oskulerande sferens radie 
krokliniens sferiska radie och dess inverterade värde krokliniens 
sferiska kurvatur. 
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21. 


Geodetisk krökning. 


32. Om man i ändpunkterna af en liten båge 4s, tillhörande 
en kroklinie, som ligger på ytan af en sfer, lägger tvenne tangerande 
storcirklar, och kallar den spetsiga vinkeln mellan deras plan 40, 
så brukar man med penämningen geodetiska krökningen 1 bågens 
begynnelsepunkt beteckna gränsen för förhållandet mellan 40 och 
4s, således 


. 40 
[hag SS ab 


Ås 


Geodetiska krökningen hos en kroklinies sferiska indikatris är en- 
ligt denna definition 


dr 
IAN GG 


och således lika med förhållandet mellan sjelfva krokliniens radius 
curvature och radius torsionis, d. v. s. 


ARME IRA 


I. 
Analytiskt uttryck för en yta. 


33. Analytiska uttrycket för en yta gifva vii det följande genom 
någon af dessa trenne former: 


Horm: 1 EF (x,-y, 2)=0. 
Hörn 2, (Specialfall af föregående) 
2=F(L y)- 


Form 23. 


3 CU Sv), 
y=gplu, v), 


2= Wu, v). 


Den sista af dessa öfvergår till formen 2, om de värden 
på u och v, som erhållas ur de båda första eqvationerna, insättas i 
den tredje. Bibehåller man den oförändrad och gifver åt v ett 
konstant värde, men låter u variera, så blifva x, y, 2 koordinater 
för punkter, alla tillhörande en på ytan belägen linie, som vi i 
det följande vilja för korthets skull benämna en u-kurva. Er- 
håller v ett nytt men likaledes konstant värde, fås en ny u-kurva 
o. 8. v. Gifves deremot åt u ett konstant värde, under det att v 
varierar, erhålles en så kallad v-kurva, och en ny sådan kurva fås 
för hvarje gång det tillägges ett nytt konstant värde åt u. Då 
man använder formen 3, betraktar man således ytan såsom öfver- 
dragen med 2 systemer af linier, det ena bildadt af u-kurvorna, 
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det andra af v-kurvorna, och hvarje punkt i ytan blir enligt detta 
uppfattningssätt intersektionen mellan en u- och en v-kurva. I 
sjelfva verket lämpa sig också formerna 1 och 2 för en likartad, 
ehuru mera inskränkt, geometrisk tolkning. Om vi nemligen om- 
vexlande antaga x och y konstanta, finna vi systemer af kurvor, 
alla belägna 1 ytan, men inom det ena äro alla kurvorna paral- 
lela med yzg-, inom det andra med z2z-planet, under det att u- 


och v-kurvorna i allmänhet icke äro plana kurvor. 

Låter man den ena af qvantiteterna u och »v vara funktion 
af den andra, så gifver formen 3 tydligen eqvationerna för någon 
på ytan belägen kroklinie, och omvändt gäller naturligtvis, att hvarje 
på ytan belägen kroklinies eqvationer fås ur formen 3, om man på 
ett ändamålsenligt sätt gör u till funktion af v. 


"I 


Beteckningar och reduktionsformler, som i det följande 
komma att användas. 


34. Då ytans eqvation är gifven under formen 
PN 


använda vi understundom beteckningarna 


OF OF JF 
L a , ED , Ni SE , 
Ost d?F d?F 
PA RT OJER UEiOve 
d?F d?FE d?FE 
SATTE B ; 
RIDE CE ND S0R Vv dxdy 


Vidare, om hennes eqvation anses vara 


Beteckningar och reduktionsformler. 71 


2=fx, Y), 
beteckningarna 
02 DA 
fr Rd f dy” 
LG KLAR ROT 
Nm Va NNRdY dy? 


 rösrdg. I öm.dv 
AE DY 0 
du dv — du dv 
dir 0?y 02 
= Å NA RT 
Kr du? d u? du? ? 
BES ÖR d?y 022 
AVE Der dudv” ”dudv” 
0? x dy 072 
(ESR NEDRE SdOT 


vå 2 2 
ORG 
Uu Uu du 


FLOAY: dy? d2Y? 
RAG ee) 


30. För att med lätthet kunna öfvergå från uttryck, som vii det 
följande beräkna under antagande af någon viss form för ytans 
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eqvation, till andra uttryck, gällande under andra antaganden, vilja 
vi här sammanföra åtskilliga reduktionsformler. 
Om man partielt differentierar 


ef CUSTN 
y= gu, v), 


2= W(u, v) 


1 afseende på x, erhållas 


Dessa eqvationer gifva 


DUKEN 
dx v 
ÖVA NT ENINY 
dä ER RON 
p.C=-A 


Ox du Ix dv 
(ir i pr ng 
JA) Ba Y 
ALLA SARA EAU 
u I v dy 
d2 du d2 dv 


Beteckningar och reduktionsformler. (5) 


hvaraf åter 


OWN a dr 
SAND 
dv d x 
2 Ga 
jäs DD 


Genom förnyad differentiation i afseende på x fås af de nyss ge- 
nom samma slags differentiation erhållna eqvationerna följande: 


ee Or (Oj or ba da 0 
Förgc) dudv Ox dx dv? Ndr du dr? dv dr?” 
0? y/f duN? 0?y du dv dyfdvY? dy du dy dv 
fs SÖT on PRE KG ARS (RO LR EE SFR 
; Sal z) ;d fö sde dr EN 6) du dr? H dv dx? 
: (0)? 9 (ER du dv > dz SS) dz du / dz dv 
du? |dz dudv dz dz. vår du dr? dv dr? 


Förlängas dessa respektive med A, B, C och motsvarande membra 
adderas, erhålles 


dJuN? du dv dvyY? 
Cr=D(37) +2D137 SE + Da(37) Å 


Ofriga termer försvinna vid additionen, emedan 


dx dy deg 
RT Sn ARP Br AR Pm 


och 


dx dy d2 
ARTAS Sd Ad Pr 


Differentieras vidare de eqvationer, som nyss erhöllos genom 
differentiation i afseende på y, ånyo i afseende på samma variabel, 
finna vi 
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duN? du dv ; dv? 
fl Fv dr JEN fisa eten. 
Cl D(35) + 2D13g ör t De lag) 


och slutligen ger den genom differentiation i afseende på x först er- 
hållna gruppen af eqvationer efter förnyad differentiation, denna gång 
1 afseende på y, och efter förlängning med A, B, C samt derpå 


verkställd addition 


; du du du dv du dv dv dv 
Os=D7 TLL D1dy da 


Genom användning af några bland ofvan gifna formler kunna inu 


. å OUT UNS GR ONE ; 4 
erhållna eqvationer ; ; elimineras och i deras ställe 
0 04; OY 
DAR OM dy 


AOC SN TT OLAS 


du dv du dv 


Vi finna på detta sätt 


oroa 
oro(Ef on 


Di 57 dv 


Dp dy dy 
du dv 


dx dy d x dy dx dy dx dy 
0 IV rg (ENA ES En Ge ME FRA SE SER REA 
SAD RSA D, | lg 


36. Af de eqvationer, vi nu deducerat, fås lätt nedanstående 
vigtiga formler, som vi framdeles komma att åberopa: 


sa SA EG 
STR erIg TEST ERA 

och >) 
2) soker Åk 9 


(1 +p?)t+(1+q?)r-2pqs= DG + D.E-2D,B!. 


É MU AN 


lr 


[RUReeNnge och reduktionsformler. 
RÅ 
im erhålles ur de ORSA hvilkas venstra mombra ut- 


=p Naga JU 6 Oka OG 
EE Edet gslv + Dylggd KR 


du dv du In ly? (gr dur du JA vdyl 


Kate RO 2, 
ar FUN AG dx dy  dydr 


Ddu?+2D,dudv + Dydv” 


Hd, 
= rdgt+2sdxdy+tdy?= ö 


RR 
N rv ; 


n upphöjning till qvadrat och addition 


ds2= Edu? + 2 Fdudv + Gdov?. 


ja 


NM NA Nä NT SAN 
A Ia EN 
jar MN ENE KJ ; 


ferje 
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3. 


Anmärkning beträffande en ytas u- och wv-kurvor. 


4 


Sr Onyer iman at ort eqvationerna 


x=f Uv): 
y=glu, ov), 
2= W (uu, v) 


ett konstant värde, erhålles, såsom vi förut nämnt, en så kallad u- 
kurva. Likaså erhålles en v-kurva, om man tilldelar u ett kon- 
stant värde. | | 

En w-kurva anses öfverallt i det följande vara på sådant sätt 
genererad, att hennes båge förlänges, då u växer: Sammalunda 
anses också v-kurvan vara så dragen, att hennes båglängd ökas, då 
VI växer. 


Under dessa antaganden gälla för u-kurvan 


Xx dy 02 
dx=3- du ; dy=5) du ; de = du, 
ds= JE.du, 
och för v-kurvan 
dx dy d2 
dx=3,dv ; dy==5dv : de =a,dv > 


ds= /G.dv. 


De båda kurvornas tangenter, dragna i samma riktningar, som kur- 
vorna sjelfva hafva i tangeringspunkterna, bilda följaktligen under 
samma antaganden med koordinataxlarne vinklar, hvilkas cosinus 
äro 


Anmärkning om ytors u- och wv-kurvor. 1 


da EV de 
Cosl(uX)= Ra ORC = Sad Cos(luZ)= Ås 
JE SE JE 
da dy de 
Cos (v X)= 24 Fr GOs(RA )S fog Cos(vZ)= SN 


VG WG JG 


För den vinkel, icke öfverstigande 1809, som inneslutes mellan 
en u- och en v-kurva, båda på ofvannämnda sätt bestämda till sina 
riktningar i skärningspunkten, gälla följaktligen formlerna 


och Sin(uv) SEG EF 


F 
C RN RE EEE SVEA 
os (uv) URJG GR 


4. 
Ytans storlek. 


38. De systemer af u- och v-kurvor, som uppstå, då man med 
små differenser, du och Av, successive låter u och v växa, åstadkomma 
på ytan ett nät, hvars maskor bilda krokliniga och fyrsidiga rutor. 
I hvarje sådan ruta sammanbinda vi de närliggande hörnen med 
räta linier och förena derjemte diagonalt tvenne motstående hörn. 
På detta sätt bekomma vi för hvarje ruta tvenne rätliniga triang- 
lar, som ha sina spetsar i hennes hörn. Sammanfattningen af alla 
sålunda uppkomna trianglar utgör ett nytt nät, som är inskrifvet i 
ytan. Förminskas Au och Av, blifva naturligtvis äfven triang- 
larne mindre men på samma gång flere till antalet. Hela nätet 
af trianglar kommer i sådant fall att sluta sig allt tätare och tätare 
intill ytan, och då du och 4v konvergera mot noll, konvergerar 
också triangelareornas summa, hvari termernas antal ökas, under det 
att hvarje enskild term förminskas, mot en viss gräns. Uttrycket 
för denna gräns betrakta vi såsom uttryck för ytans areal. 

Vi vilja beteckna x-koordinaterna för hörnen i en af de först 
omtalta rutorna sålunda 
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RR GO MATS ka 
xy=flu+4u,v), 
x,=flu,0 + Av), 


03 2 KUR SUR BN 


och y- och g-koordinaterna i öfverensstämmelse härmed. Vidare 
vilja vi använda beteckningarna 


ty L= ÅL, 

Ha LED, 
La kr dr ADA 
L3-L0= Au + ARNovk, 


La L= Åk + Ask FANA 


och motsvarande för y- och 2-koordinaterna. 
Nu är från analytiska geometrien kändt, att 4 gånger qvadra- 
ten på ytinnehållet af den triangel, som har sina spetsar i xyg, 


Ly Yr 215 3 Ys 23 ÄT 
0 Yr —YsYs—SYT 2, 2,238 0 
nr TY, Ys-Y 217808 8 Wy TLIkg TK 


Beteckna vi denna triangelareal med 4, och använda nyss an- 
förda beteckningar, erhålla vi följaktligen 


44, = Z ((A,x.Ayy—-Asy.4o xx) + (Ar. AA svY— AY: Sin bLN 


1 hvilken eqvation summationstecknet utmärker, att summan utom 
den angifna termen innehåller de båda, som ur denne deduceras 
genom cyklisk öfvergång från x till y, från y till 2 och från 2 till 
x. Betecknas med 4, den triangel, som har sina spetsar i xryg, 
La Y22,, LaYg23, finna vi på likartadt sätt 
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WE (AC. A sy — dvYy: ds) + (dox.ANvy- doy: Arg). 


Dessa båda eqvationer gifva 


24, 


(SPRRCASA Brr FRONT EE 2, 
lim IR E MaA? + +C 
och 
; 24, KELSEN 
lim JAR PT = Nha + B F C , 


hvilka i sin ordning leda till 


4, + 4 I 
SA = VA? 4 BEA CP + AA, 
Au.Av 
deri 4 betecknar en qvantitet, som försvinner, då du och Av öf- 
vergå till noll. Denna sista eqvation bestämmer ytinnehållet af de 
båda rätliniga trianglar, som hafva sina spetsar 1 hörnen af en till 
3 3 P 

ytnätet hörande ruta, och ytinnehållet af alla sådana trianglar, för- 
enade två och två, angifves följaktligen genom 


ZSiJVJA? + B+CW + 1) 4du.dv. 
Vid öfvergång till limes erhålles häraf dubbelintegralen 
Sf JA? + B2+ CO dudv, 
hvari integrationsgränserna äro beroende af den kontur, som om- 
gifver det stycke af ytan, hvari triangelnätet blifvit inskrifvet; och 
denna integral tjenar i enlighet med hvad ofvan blifvit yttradt 


till beräkning af ytans innehåll. 
För den händelse, att ytans eqvation är 


2 ST0G, Yu 


skrifva vi henne under formen 
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hvaraf synes, att 


A= =p, 
= 0 
LE 

ÄTA 

du SAN 


och ytans areal kan i detta fall beräknas medelst formeln 
SlVlA PE gdrdy. 


Af de båda uttryck för ytinnehållet. vi nu funnit, följa nedanstå- 
ende för ytelementet 


JA? + B2 + Cdudv, 


och 


FU AE IE RV EEE NN at AA 
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Dr 


En ytas tangenter. 


39. Med en ytas tangent i en till henne hörande punkt x, y, z 
förstår man tangenten i denne punkt till en genom honom gående 
och i ytan belägen kurva. HEqvationerna för en ytas tangent äro 


följaktligen de vanliga 


men med det tillägg, att dx, dy, d2 måste satisfiera 


Ldx + Mdy + Nde = 0, 


eller 


Adx + Bdy + Cdz2 = 0. 


Tangentplanet. 


40. Om en yta, hvars eqvation är 
F(e,y, 20 
skäres i punkten x, y, Zz af en annan yta, hvars eqvation är 
Fle;Y. Z) = 0, 
så blir intersektionen naturligtvis en i den förstnämnda ytan belä- 


gen och genom punkten x, y, Zz gående linie, som i allmänhet är 
6 
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af dubbel krökning, och eqvationerna för denna kurvas tangent 


blifva 


ER OF 0 EE 
da ET gy VLT ER 


d (0) 0) 
3 (E-2) + är (1-9) + (0-2) =O 


Ersättes den sednare ytan successive af nya ytor, dock så att de 
alla fortfarande skära den förstnämnda i samma punkt x, y, 2, så 
uppstå nya intersektionslinier, och för hvar och en af dessa gäller, 
att eqvationerna för hennes tangent fås ur de nu anförda, om man 
1 dem insätter den mot henne svarande funktionsformen f. Men 
för dem samtliga gäller också, att den första af de båda eqvatio- 
nerna blir oförändrad. Det plan, som genom denna eqvation re- 
presenteras, måste följaktligen innehålla tangenterna i punkten x, y, z 
till alla på nyss anförda sätt uppkomna kroklinier. Men såsom så- 
dane kunna alla i den först omtalta ytan belägna och genom punk- 
ten x, y, 2 gående linier betraktas. 

Eqvationen 


AKER ol OF OF 
PIE tag CITYII SE ET 


eller som är detsamma 


L(E-x)+ M(n-y) + N(8-£) = 0, 


betecknar derföre ett plan, som i sig innehåller tangenterna till alla 
de i ytan 


Hi, s) ED 


belägna kurvor, som gå genom en till henne hörande punkt x, y, £, 

således, enligt hvad vi i föregående $ sagt, alla ytans tangenter i 

den i fråga varande punkten. Detta plan benämna vi ytans tan- 

gentplan, och punkten Xx, y, 2 säges vara dettas tangeringspunkt. 
År ytans eqvation af formen 


2=f(L,Yy), 
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sätta Vi 


F (x,y, 2) = 2—-f(2£,y) = 0, 


hvaraf vi finna 


SEA 
ÅG UN 
or 
PAN 
OF 
AN NOM 


och tangentplanets eqvation blir i detta fall 


PET häl sylt -2)= 0, 
Åro åter ytans eqvationer 
x=flu,v), 
y= luv), 
2= W(u,v), 
erhålla vi genom användning af 
pu 
qC=-B, 


och den sist anförda formen för tangentplanets eqvation en ny af 
följande utseende s 


A(E-2)+ B(7-y)+ C(i-2)=0. 


Tangentplanets eqvation kan också erhållas genom följande 
raisonnement. 
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Eqvationerna för ytans tangent i punkten x, y, 2 äro 
ÄN vån Rn 
ER NN D KUN DV STA 


deri dr, dy, d2 satisfiera 


Ldx+ Mdy + Nde = 0. 


Elimineras differentialerna, så försvinner det, som karakteriserar 
den ene tangenten till skilnad från den andre, och man erhåller 


L(ö-2x) + M(7—-y) + N(S-2)=0. 


Denna, som är eqvationen för ett plan, är följaktligen tillika eqva- 
tion för hela det system af linier, som utgör samtlige ytans 
tangenter i £, y, Z och således enligt den ofvan gifna definitionen 


ytans tangentplan. 


Normal, Normalplan och Normalsektion. 


41. Den tangentplanets axel, som går genom punkten x, y, 2, 
benämnes ytans normal. Den är tydligen vinkelrät mot hvar och en 


af ytans tangenter i nyssnämnde punkt. 
Normalens eqvationer erhållas af tangentplanets eqvation på 


vanligt sätt och blifva 


TNE AA 
dx dy 02 


eller 
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SERENA AN gt a 

L M NIY 
eller 

EEK ER ATEA FÖDA OK GT 

p q ie 
eller 


Med en ytas normalplan i punkten z, y, 2 förstås hvarje plan, 
som i sig innehåller ytans normal i denne punkt. 

Intersektionen mellan ytan och ett normalplan benämnes nor- 
malsektion. 


8. 


Normalens riktning. 


4 Enligt föregående paragraf bildar normalen med koordinat- 
axlarne vinklar, hvilkas cosinus äro 


2 STA NEEA 2 BRANN ONE TI eb 
EMS N 0 URAM24N2 JD 4 M2+N2 


FN Ah ae Er ALLRA 
VM 1+p?2+9q? VM1+p?+gqg? V1+p2+q? 


A B C 


+ TI EEESA mar yt RE USA an nn SNES 
VEG - F? JEG- F? VEG —- F? 
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Hvardera gruppen af dessa formler innehåller dubbla tecken, det 
ena svarande mot en af normalens riktningar, det andra mot den 
motsatta. Huru man skall skilja mellan dessa riktningar och för 
hvardera bestämma de rätta tecknen, skall nu visas. 

1:o. Vi betrakta först den öfversta gruppen. Den genom 


fr =0 


betecknade ytan är i allmänhet sådan, att koordinaterna för punk- 
ter, belägna i hennes närhet och på ena sidan om henne, göra F 
positiv, om de deri insättas, under det att samma funktions värde 
blir negativt, när man deri insätter koordinaterna för någon punkt, 
belägen i ytans närhet men på motsatta sidan; och vi skilja i an- 
ledning häraf mellan hvad vi vilja kalla ytans positiva och nega- 
tiva sida. | 

Låt nu en normal, som börjar i en punkt på ytan, vara dra- 
gen åt hennes positiva sida, och kalla de vinklar, som normalens 
på detta sätt bestämda riktning bildar med positiva koordinatax- 
larne, a, b och c. Enligt hvad nyss sades, måste då koordinaterna 
för en punkt,. belägen på i fråga varande normal och på afståndet 
m från ytan, göra F positiv, om man åt m, som naturligtvis be- 
tecknar en positiv qvantitet, tilldelar ett mycket litet värde. Följ- 
aktligen bör man icke allenast få 


Cos?a Cos?b Cos?e 1 


Ja 0 IVAN N? = D+ M2+N? 
utan derjemte 
F(X +mOCosa , y + mCosb,2+mQCosc) > 0. 


Men emedan 
E(2x,y,2)=0, 
och m är mycket litet, kan denna olikhet ersättas genom 


mi Cosa.L + lCosb.M + Cosc.N4$>0, 


hvaraf synes, att de värden på cosinus, som fås ur sist anförda 
eqvationssystem, måste vara 
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RE EE den al a RV Re 
SL24+M24N? | YE2+M24N2 "> JI2+M24 N? 


Dessa trenne bråk beteckna således cosinus för de vinklar, som nor- 
malens riktning från ytan åt hennes positiva sida bildar med koor- 
dinataxlarne. 

2:o. Hålla vi oss åter till den andra gruppen af formler, så 
visar sig af den tredje bland dem, att 


RR a od 
Mi+pi+g MI +pr4gp SI +pr+g? 


gälla för den af normalens båda riktningar, som med 2-axeln gör 
spetsig vinkel. 

d:0o. Vi öfvergå nu till tredje gruppen. 

Då fråga är om denna, antaga vi, att normalen blifvit dragen 
från punkten u, v på ytan i sådan riktning, att, om ytan med bi- 
behållande af den inbördes ställningen mellan alla till henne hö- 
rande linier flyttas och punkten u, v sammanlägges med origo sam- 
normalens riktning med Z-axelns, de båda u- och v-kurvor, som 
skära hvarandra i nyss nämnde punkt, derigenom blifva ensliggande 
med positiva x- och y-axlarne, d. v. s. så belägna, att från en punkt 
på Z-axeln u-kurvans tangent, dragen i sin kurvas riktning, komt 
mer att synas till höger (resp. venster) om wv-kurvans tangent, dra- 
gen i denna kurvas riktning, i händelse x-axeln synes till höger 
(resp. venster) om y-axeln. 

Cosinus för de vinklar, som den på sådant sätt bestämda nor- 
malens riktning bildar med x-, y- och 2-axlarne, vilja vi beteckna 
med 


EET LEN 


Cosinus åter för de vinklar, som riktningarna af u- och v-kurvornas 


tangenter i punkten u, v bilda med samma axlar, må betecknas 
med | 


Verkställes en förflyttning af ytan, ändras naturligtvis i allmänhet 
samtliga dessa cosinus och öfvergå till andra, som vi vilja beteckna 
med | 
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Af lätt insedda skäl är nu 


MAR TOT Se 


| 
ja 


am + Ob, LORD 


och häraf fås såväl 
a b C 1 
—— —- Nl ere ednetenne = m—— — — — < < —— == ?= —J FET 

deri 

RAN VE Oe 

4=1a, >» bj 7 Ela 

Ao , bo , Ca 

som ock 


4? = (a)? + dy? + 03?) (Aa? + ba? + 037) — (a; Av + by ba + C1 69)” « 
Af denna sista eqvation, som kan skrifvas under formen 
4? = Sin? (uv) 9 


om man med beteckningen i högra membrum förstår qvadraten på 
sinus för vinkeln mellan u- och v-kurvornas tangenter, hvardera 
dragen i samma led som den kroklinie, till hvilken han hör, erhålles 


4= + Sin(uv). 
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Hvilket tecken här bör användas, afgöres lätt, om man observerar, 
att 4, som är en kontinuerlig funktion af deri ingående qvantite- 
ter och aldrig kan antaga andra värden än + Sin (uv) eller — Sin (uv), 
måste komma att bibehålla ett af dessa värden oförändradt, då man 
genom en kontinuerlig rörelse flyttar ytan och förlägger henne så, 
att punkten (u, v) sammanfaller med origo och normalens riktning 
med 2-axelns samt wu-kurvans med x-axelns; att följaktligen det 
värde på determinanten, som svarar mot dessa liniers nya lägen, 
måste vara alldeles detsamma, som hans ursprungliga, och att vi 
paledes ha rävt att utbyta initialvärdena a,b, c,0a,)b,,C,,» do, da, 627 
frmantvärdena af d, Pp, Y, Os Bis Yrs Los Pos Ya: 

Men dessa sistnämnda äro, när ytan genom förflyttning blifvit 
förlagd på sätt, som nyss beskrifvits 


a BOTT, Tros 


oy = 1 , Pr 


0 = Cos(uv) , PB, = Sin(uv), 7. = 0, 


I 

sa 
ön 
need 

I 

S&S 


och således är 
LIRA gat Gl UR 
KS DE OT Sm (RO: 
Coslu v), Sin(uv), 0 


Härigenom är tecknet för 4 bestämdt, och då värdena på a,,b,, 
DEN da, 05, C> enligt $ (37) äro 


de | dy de 
du du du 
JE JE JE 
dx dy d2 
dv dv dv 
do RE 9 ba STA ÄR olen , Ca fr RR 
SG WG VG 


måste värdena på a, b, c bestämmas genom 


it 
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EN TER LAY FORA FRIAR ANF RN 
ene C JE.VG. Sin (uv) 
deri 
AN SR Ae 
Sin (uv a fe Tak desd dd 
JE JG 
samt följaktligen blifva 
Å B C 


SEGER SEG RAR or JR 


Dessa trenne bråk äro således cosinus för de vinklar, som norma- 
len till en yta bildar med koordinataxlarne, om han anses vara dra- 
gen från skärningspunkten mellan en u- och en v-kurva i sådan 
riktning, att u- och v-kurvorna i förhållande till normalen blifva 
ensliggande med zx- och y-axlarne i dessas förhållande till 2-axeln. 


9, 


Plana och med tangentplanet parallela sektioner i nårheten 
af en punkt. Dupins indikatris, 


43. För att erhålla noggrann kännedom om en ytas form 
närmast omkring en på henne belägen punkt x, y, 2 vilja vi un- 
dersöka beskaffenheten af de kurvor, som uppkomma, då ytan skä- 
res af plan, hvilka ligga 1 närheten af eller gå genom punkten, och 
vi göra början med kurvor af det förra slaget. Bland dessa lämpa 
sig bäst för det afsedda ändamålet sådana, som uppstå, då ytan 
skäres af plan, parallela med tangentplanét. Vi inskränka oss 
derföre till dem. Deras form ger oss på ett okonstladt sätt till- 
känna, i hvilka riktningar ytan är mer eller mindre böjd. 

Låt således ytans eqvation vara | 


E.(E ve 


År 
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Emedan den satisfieras af POE SM Re 
EF (0:20) = 0: 


Ett plan, som skär ytan i närheten af punkten x, y, Zz och är 
parallelt med tangentplanet i denne punkt, har till eqvation 


L(ö-2x)+ M(97-y) + N(S-2) + JB =0, 


om d betecknär afståndet från x, y, 2 till planet och R en af qva- 
dratrötterna ur 


LL? + M? + N?, 


och detta plan är beläget på ena eller andra sidan om tangent- 
planet, allt efter som vi med RB förstå den ena eller andra af ifrå- 
gavarande qvadratrötter. Ytans och planets eqvationer tillsammans 
äro eqvationerna för den med tangentplanet parallela intersektions- 
kurvan. 

Det är nu denna kurva, som borde undersökas. Men då det 
lätt kan inträffa, att hon blir af ytterst små dimensioner, såsom till 
exempel fallet skulle blifva, om ytan i punkten x, y, z vore i alla 
riktningar starkt böjd och på samma gång belägen på endast den 
ena sidan af tangentplanet, och då tillika hennes användbarhet blir 
i samma mån större, som det skärande planet faller närmare intill 
tangentplanet, skulle det kunna hända, att under sådana omstän- 
digheter hon för oss ginge förlorad, just då hon vore bäst egnad 
att lemna oss upplysning om ytans form, det vill med andra ord 
säga, vid en limesöfvergång, dervid vi låta d blifva noll. 

För att omöjliggöra, att någonting sådant inträffar, vilja vi i 
stället för att begagna oss af intersektionskurvan sjelf förskaffa oss 
en med henne likformig och så beskaffad kroklinie, att den under 
inga omständigheter kan försvinna. Detta vinnes, om vi låta en 
rörlig rät linie, som ständigt går genom £, y, 2, beskrifva en konisk 
: yta med intersektionskurvan såsom direktris, och skära denna koniska 
yta med ett nytt plan parallelt med tangentplanet, hvarigenom 
en med intersektionskurvan likformig kroklinie uppkommer, samt 
uppställa en sådan relation mellan de båda skärande planens af- 
stånd från tangentplanet, att då J konvergerar mot noll, den sist 
omtalta kroklinien blir en förstorad icke försvinnande bild af sjelfva 
intersektionskurvan. 
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Låtom oss derföre ponera 
E-Xx=9.(X-2X), 
7-y=9.(Y-y), 
ö-2 = 9.(Z- 2), 


hvari & må beteckna en med d mot noll konvergerande qvantitet, 
och i intersektionskurvans eqvationer insätta dessa värden på &—2, 


Y—-Y, C—-2.. 


Vi erhålla på detta sätt eqvationerna 


L(XEBY SMYGEN 3R SN 
Fix+9 (X-2),y+g9 (Y-y),2+9.(Z—-2)3 = 0, 


och dessa representera tydligen en med intersektionskurvan paral- 
lel och likformig kroklinie, belägen på en kon af ofvan omtalta 


beskaffenhet. 


Det återstår följaktligen endast att uppställa en sådan relation 
mellan & och d, att denna sednare kroklinie, hvilken vi i det föl- 
jande vilja benämna kurvan (X, Y,Z) till skilnad från sjelfva in- 
tersektionslinien, som vi komma att kalla kurvan (5,97,5), bibehål- 
ler sig, oaktadt I konvergerar mot noll. I afsigt att detta göra 
omgestalta vi eqvationerna för kurvan (X, Y, Z), hvarvid vi använda 
beteckningen 


Fix+9 (X-x),y+g9.(Y-y),2+q9.(Z-2)) = FF, 
samt påminna oss, att 


Flor, gi) ADA 


Eqvationerna för kurvan (X,Y,Z) blifva med iakttagande häraf 
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deri u betecknar ett egentligt bråk, hvars storlek vi icke närmare 
behöfva känna, således också 


0 
| + SR 0. 
dp p 
gp? oh 
-0R+73 | SR MR 


Under denna form visa kurvans eqvationer, att den nödiga rela- 
tionen mellan & och d uttryckes genom eqvationen 


deri 4 betecknar en ändlig och till sitt värde från noll skild qvan- 
titet, och genom antagande af en så beskaffad relation mellan q 
och d finna vi vid limesöfvergång 


odF 
föra 
0 2 
| SRS NR 
d q? 


eller, som är detsamma, 
ORMEN — 4) + N(Z—8) = 0, 
A(X— 2)? + B(Y-y)? + U(Z— 2)? +2A,(Y-y)(Z—- 2) + 


KR DI LA re) KSR ATEN Tr) (Y-—y)= AR, 


och följaktligen en kurva sådan vi önskade. 
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I sednast gifna eqvationer är visserligen icke 4 fullt bestämd, 
men det är lätt att se, att hvilket dess värde än må vara, 
ifrågavarande eqvationer dock alltid representera en konisk sektion. 

Då ett plan, som skär en bugtig yta, bibehåller sig parallelt 
med men oafbrutet närmar sig intill tangentplanet, ändra sig följ- 
aktligen intersektionskurvorna så, att de mer och mer sträfva till 
att antaga formen af en konisk sektion. 

Vilja vi nu öfvergå till en fullständig bestämning af 4, så må 
först och främst anmärkas, att formen af kurvan (X,Y,Z) natur- 
ligtvis är oberoende af det värde, 4 erhåller. Och vidare, att, då 
så är förhållandet, det enklaste är att sätta 


FR 


Göra vi detta, blifva eqvationerna för den sålunda specialiserade 


kurvan (X,Y,Z) 


L(X-2) + M(Y-y) + N(Z—- 2) = 0, 
A(X— 2) + B(Y-y)? + C(Z—- 2)? + 2A,(Y-y)(Z— 2) 


+ 2B,(Z—-2)(X— 2) + 20, (X = TE — PENG 


och vi benämna henne ”Dupins indikatris”, eller korteligen ”indi- 
katrisen”. 

Om denna Dupins indikatris veta vi nu först och främst, att 
hon har just den form, hvilken intersektionen mellan ytan och ett 
plan, som rör sig parallelt med och närmar sig till tangentplanet, 
sträfvar att antaga, och att hon sålunda kan sägas utgöra en bild 
af intersektionskurvan i dennas llimesläge; vidare att hon är en 
konisk sektion med punkten x, y, 2 såsom centrum; och slutligen 
att hon ligger i tangentplanet. Detta sista förhållande förklaras 
deraf, att, då det skärande planet närmar sig tangentplanet, och 
d således konvergerar mot noll, den ofvanföre omtalta konens man- 
tel närmar sig tangentplanet såsom gräns, af hvilken omständighet 
också följer, att konens generatriser vid limesöfvergång blifva radii 
vectores i indikatrisen. 
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Men utom det, som vi således redan känna om Dupins indi- 
katris, har denna en högst anmärkningsvärd egenskap, som vi nu 
gå att uppvisa. 

Om ytan i punkten xx, y, Z skäres af ett normalplan och nor- 
malsektionen går genom punkten &, 7, &, belägen på intersektionen 
mellan ytan och det med tangentplanet parallela planet, så veta vi 
först och främst från läran om kurvors circuli curvaturg, att nor- 
malsektionens krökningscirkel är gräns för den cirkel, som går ge- 
nom punkterna ds UU, och &, NY, ÖS samt har sitt centrum på ytans 
normal, och vidare känna vi från elementargeometrien, att 


2r.0=(&E—2x) + (9—-y)? + (C-2)?, 


om vi med » förstå radien i den på nyssnämnda sätt belägna cir- 
keln, och med d, såsom förut, afståndet från x, y, 2 till det med 
tangentplanet parallela och skärande planet. Insätta vi nu i denna 


eqvation 
Hee 9 .(X-z), 
HN Bg AR nt DE 
i-2= 9 (Z-2), 


erhålles följande 


(XE (X=Y) + (2-0) 
NG r | 


som vid limesöfvergång ger 


oa (X—-L)+(Y--y)+(Z— 2)? 

1=lim 0. 

é 

Men vid limesöfvergången blir nämnaren 1 högra membrum lika med 
normalsektionens radius curvatur& och täljaren lika med qvadraten 
på den radius vector:i Dupins indikatris, som sammanfaller med 
normalsektionens tangent. Vi draga häraf den slutsats, som för 
kännedomen af Dupins indikatris är af högsta vigt, att denna krok- 
linie, utom förutnämnda egenskaper, har den, att längden af hvarje 
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hennes radius vector är lika med qvadratroten ur längden af ra- 
dius curvature hos den normalsektion, till hvilken samme radius 
vector är tangent. 

Dupinska indikatrisen tjenar således icke endast till att åskåd- 
liggöra ytans form i närheten af en punkt; den är oss äfven ett 
medel till att beräkna krökningarna hos ytans normalsektioner i 
samme punkt. 


10. 


Transformation af Dupinska indikatrisens eqvationer. 


44. Den Dupinska indikatrisens eqvationer äro, såsom vi i 
föregående paragraf sett, 
L(X-2x)+ M(Y-y)+ N(Z-2) = 0, 
A(X—2x)? + B(Y-y)? + C(Z—- 2) + 2A,(Y—-y)(Z- 2) + 
+ 2B,(Z -2)(X—x) + 20,(X--z)(Y-y) = RB. 
I afsigt att referera kurvan till ett nytt rätvinkligt koordinat- 
system, deri tangentplanet är &7/-plan och t-axeln sammanfaller 


med ytans normal, samt derigenom reducera indikatrisens eqvatio- 
ner till enklare former, sätta vi 


L 
RE Arr ÄN SE NE = RV 
; | logg 
Vi=gy is, bE + O:N,. + F.S0 
< N 
Z=8 Aa 
3 NEN TA Vf fp lg RE 


hvari användas förkortningarna 
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a = Cos(&.X), a = Cos(Y.X) , 
b = Cos(t.Y), by = Cos(mn. Y), 
c = Cos(£.Z) , e = Cos(n.Z) , 


och ponera 


La + Mb + Nc 


[| 
= 


Bör FM NG rs ÖR 


I 
= 


Ad + bb, + CC, = 


Vid elimination af X,Y,Z reducerar sig härigenom den första af 
indikatrisens eqvationer till 


C = 0 , 
och den andra blir 
PF NN, 


deri koefficienterna äro 


P; = Aa? +Bb + Ce +2A,be +2Bica + 20C,a b, 
P, = Aa? + Bb? + Ce? + 2A,bic, + 2B,c,a, + 2C,ab,, 


allt under förutsättning, att vi förlägga axlarne så, att koefficienten 
för 5.7 försvinner, eller m. a. 0., att 


(Aa+C,b+ B,c)a, + (Cia + Bb + A,c)b,y + (Bj a+A, b+Ce)c, =0. 
Af denna sista eqvation och eqvationerna 
aa, + bb, + cc, = 0, 
La, + Mb, + Ne, = 0, 
få vi för bestämning af a, b, Å om ÅA och u äro eliminationskon- 


stanter, 
d 
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A a + Cb+Bic =4a + uL, 
Cia + Bb + A,c = Ab + uM, 


Bia+ A,b+ Ce = 4Ac+uN. 
Förlängas dessa med a, b, c och adderas, erhålles 
PCH 
och således blir 
(A— P.)a + Cb + Byc = uL, 
Cia + (B- Pb + Avec = UM, 
Bia + Ab + (C- PIc = uN. 


Om vi nu använda beteckningen 


(A— Pi), C, ? Bj 
4, = C, 9 (B-P,), A, 9 
Bi tös dr Än 


erhålles af de tre sista eqvationerna 


wå 207 (RADERA WLAN ja FA ln 
a=7| DSA ot KN > NE 
PATEGO UOE 047 Lr 
a I Löhse MR 5 Nr 
MAGI nl PY MAGE AR 
REN NE OR tu SD ARA | 


Förlängas dessa med L, M, N och adderas, fås åter 


JA AND 0C dB, 


i FE UR 
+ M2 EG NäR oe MN + NL35p + LM3G = 0 
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Denna sista eqvation, som är af andra graden, bestämmer två 
värden på P,. Insättas dessa successive i de tre närmast föregå- 
ende eqvationerna, erhållas efter qvadrering och addition värdena på 

9 
> och derefter värdena på a, b, ce. Men i följd af det symme- 
MH 
triska sätt, på hvilket a, b, c och aj, bj, ce förekomma i alla före- 
gående formler, är tydligt, att andre grads eqvationen, som 
ger P,, äfven måste gifva Py, och detta så, att, om vi kalla 
den ena roten P,, den andra blir P,, och vidare är tydligt, 
att samma eqvationer, som efter insättning af P, gifva a, Db, c, 
måste efter insättning af P, gifva aj, by, &. De för transforma- 
tionen erforderliga eqvationerna äro följaktligen de fyra sist an- 
förda. 

Om vi för korthets skull använda beteckningarna 


KO 04.04 04 04 04 
VE=L RN OgO MEN gal S NIDAR > PMS 


och 
CASSEA ON oa ND 


4 = GC , (B-P) , A,; 9 
BEIANSGGrAT na (G=) 


kunna sålunda den Dupinska indikatrisens eqvationer ställas under 
formen 


C=0, 
Las ot Py ER; 
deri med P, och P, förstås rötterna till 
Vv =0, 
och cosinus a, b, c och ay, by. c& erhållas ur eqvationerna 
SN å Ser 


RR a BO barer Läns” 0 nar 
FETA 
om an Man) + löm) + (om) 
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Anmärkningar rörande indikatrisen. 


45. 1:o. Föregående kalkyler fordra, att på en gång 
12+- MM: 4 NIO, 
A? + B+C2+ AV + Bi + CC? > 0. 
2:0o. Deraf att eqvationen 
Ne 
grundar sig på eqvationen 
aa, +. Od, +00, =0) 


och a, b, c beräknas ur funktioner af P,, som antingen äro lika 
med de funktioner af P, , ur hvilka ay, bi, ce, beräknas, eller också 
skilja sig från dessa sednare i afseende på tecknet, följer att P, 
och P, endast kunna hafva reela värden. Ty om den förstnämnda 
eqvationen kunde gifva 


P0 Ir 
så skulle den också gifva 
P,=a0a-— i, 
och häraf skulle följa 
a = fl(a + Bi) = m + ni, 
a, = + fl(a—Pi) = + (m-ni). 
hvaraf åter 


ad = + (m? + n?). 


På likartade grunder skulle man få 
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bb, 


t (Mm? + nm?) , 
och 


+ (13? + No?) , 


CO 


och således till sist, emedan alla plus-tecknen höra tillhopa och 
likaså alla minus-tecknen, antingen 


ad + bb, + cc, > 0, 
eller 
aa + bb, + cc, < 0, 


följaktligen i hvilketdera fallet som helst ett resultat, som står i 
strid mot den eqvation, från hvilken vi utgått. 


3:0. Efter vederbörlig hyfsning af eqvationen 


Ve 
blir tredje termen 
BEE fana Ne MNGA + NL3g? LM 56 
fe + M? + N? 
deri 
AN TUE 


ål Mög B AR 
BIN OC 


4:o. Allteftersom denna tredje term är positif, noll eller ne- 
gatif, är indikatrisen, i vidsträckt mening uppfattadt, en ellips, 
ett system af två parallela linier, eller ett system af två konjugat- 
hyperbler. Att man i sista händelsen erhåller icke en, utan två 
hyperbler, beror derpå, att i detta fall ingenting hindrar oss att 
med R förstå hvilkendera qvadratroten ur 


L> + M2 + N? 


som helst. 
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Då ett plan, som bibehåller sig parallelt med och konverge- 
rar mot tangentplanet samt derjemte skär ytan, kan närma sig tan- 
gentplanet från hvilkendera sidan om detsamma som helst, om in- 
dikatrisen utgöres af två konjugathyperbler, inses lätt, att i detta fall 
tangentplanet sjelft måste skära ytan och att kriteriet härpå följ- 
aktligen är 


JA, NTE N2940, NI, Nr ya 


DAT 0C JA, dB, 9 C, JA 


L: 


Då så inträffar, säges ytan vara concavo-convex. 

5:o. De båda normalsektioner, hvilkas tangenter sammanfalla 
med indikatrisens axlar, benämna vi principalsektioner, och deras 
centra curvaturge benämnas ytans krökningscentra. Deras tangen- 
ter äro naturligtvis vinkelräta mot hvarandra, och deras radii cur- 
vature respektive 


EEE 
Py 


oy = + PA 
P, 


6:0. På grund af förhållandet mellan indikatrisens radii vecto- 
res och normalsektionernas radii curvature 1 den punkt, hvarom är 
fråga, inses, att bland de sistnämnde utgöra principalsektionernas 
krökningsradier den ene ett maximum och den andre ett minimum, 
eller också tvenne minima, och att i detta sednare fall de normai- 
sektioner, hvilkas tangenter sammanfalla med indikatrisens asymp- 
toter, hafva oändligt stora krökningsradier. 

7:o. Vidare är tydligt, att, likasom en andre grads kurva af nå- 
got visst slag är till sina dimensioner fullt bestämd, så snart hen- 
nes axlar äro till sin storlek gifna, så måste också förhållandet 
vara detsamma med indikatrisen, så snart principalsektionernas cir- 
culi curvaturge äro gifna till läge och storlek. I tvenne punkter, 
som öfverensstämma i afseende på ifråga varande circuli curvaturg, 
äro följaktligen indikatriserna lika. Af denna orsak inses nu lätt, 
att indikatrisen i en punkt på en yta blir oförändrad, om man ut- 
byter den gifna ytan mot en ny, som genereras derigenom, att 
man låter den ena principalsektionens krökningscirkel rotera kring 
en i hans eget plan belägen, med tangentplanet parallel, men ge- 
nom den andres krökningscentrum gående, rät linie. 
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12. 


Andra former för indikatrisens eqvationer. 


46. 1:o. Om variablerna äro separerade i ytans eqvation, 
erhåller man 


AA, = Bj = C, = 0, 


4 = (A-P)B-P)(C-P), 
och följaktligen bli indikatrisens eqvationer 
=0, 
RE SR RK Ne R j 


deri P, och P, äro rötter till 


2:o. Om ytans eqvation är 


E (x;y,2) =f(2,y)-2=0, 


erhåller man 


A, = 0, B, = 0, ÖNS 


och indikatrisens eqvationer blifva 
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4 = 9 


PE ENA Porgee 
deri R är en af qvadratrötterna ur 
1+p+q?, 
och P, och P, äro rötter till eqvationen 
W=0, 
hvars venstra membrum är 
W= PAO+p+q)- Pi(1+p)t+0 +q")r-2pqst +rt-Ss?. 


Cosinus för de vinklar, som indikatrisens axlar bilda med koor- 
dinataxlarne, beräknas i detta fall ur 


a b C 
pP-(pt-qs) — qP-lar-ps) — (pP+å)P-pt+qr-2pas)” 


hvilka eqvationer man också kan skrifva sålunda 


a BR al ge C 
s-pqP — (l+p3P-r — gP+ps-qgr” 


eller 


RT AE OA C 
(1+q?)P—-t s-pqP pP+gqs—-pid 


om man nemligen iakttager att 


s-pqP BRG SR re 
pE pros) 0 gR-(Or-pe) 


Åt dessa nu framställda formler kunna vi också gifva följande 
form 
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C=0, 
LINSER AN or Hå 


R=1+p+q, 


W=0, 
r—-(1+pYP, s-paåP 
NÄE 3 : 

s-pqP , t-(l+q?)P 
RN NOR Ile DEG ERA 
INST EO OM ov 
HEREADg 250 0 
RER OR De. va 0 vor 
NER OWE TA SLOW WS 
ds Nöt Erde Sa 
GASA b Å. C 
NE NE ANAR 
Er ds Pär Cs 


Principalsektionernas radii curvatur2e äro 


10) KYLE 
ve Fa VER 
R 
de 


Oy = ER 
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Vi tillägga, att i det fall, hvarmed vi nu sysselsätta oss, 
äro indikatrisens eqvationer, innan de blifvit reducerade till sin 


normalform, 


p(X-2x)+q(Y-y)-(Z-2)=0, 


r(X—-2) + 28s(X-2)(Y-y)+ tl Y-y)? = 


R=1+p +. 


Men nu veta vi, af hvad ofvanföre blifvit sagdt, att 
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EIA 
ARNE 

| TA) 
RE a ra 
ANNE 

ÅS ONE 


om man med 9 betecknar en normalsektions radius curvature och 
med 


dx dy dz 
Us UA NES 


cosinus för de vinklar, som samma sektions tangent bildar med 
koordinataxlarne. - Följaktligen gifva de anförda formlerna 


pdx +qdy- d2=0, 


rdr? + 2sdxdy + tdy? oMl+p+g? 
ds? Ar STA a 


3:o. Om ytans eqvationer äro gifna genom 


KX 


Flusv), 


p (u,v), 


Yy 
2= W(lu,v), 
så följer först och främst af formlerna inom föregående afdelning 


af denna paragraf och reduktionsformlerna i (36), att indikatrisens 
eqvationer kunna skrifvas sålunda 
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och Q, och Q, äro rötter till eqvationen 
QHUEG- F)- Q[DG + D.E-2D,F! + DD,-D,?=0, 
och vidare blir sista eqvationen inom nämnda afdelning 


Dduw + 2D,dudv+Dydv? > JEG-F? 
PR 2 Biedeit G dr” Sing el 


Emedan de förhållanden mellan du och dv, som åt bråket i ven- 
stra membrum af denna sista eqvation gifva maximi- och minimi- 
värden, tillika gifva minsta och största värdena åt radius curvaturz2e, 
bestämma de derigenom också riktningarna hos indikatrisens axlar. 
Vi vilja begagna oss af denna omständighet för beräkningen af 
a, b, c, hellre än att härleda deras värden genom transformation 
af de för dem ofvanföre gifna formlerna. 


Beteckna vi i fråga varande bråk sålunda 


Dw? + 2Diw+D, I 


FRU VRRREG: 


deri ww har betydelsen 


så erhållas dess maximi- och minimi-värden på vanligt sätt genom 
att sätta derivatan af bråket i afseende på w lika med noll. 
Man finner härigenom först och främst 


n(Dw+ D) = t(Ew+ F). 
Men nu är tydligen 


tiwlEw+F)+ Fw+ G3=n$tw(Dw+ D,)) + Dyw + Ds; 


eller 


wit(Ew+ F)-n(Dw+ Di) = n(Diw + D)) - t(Fw+G) 
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och således finner man vidare, förutom 


nNn(D w+ D)) 


t(Ew+ F), 
äfven 


n(Diyw + D)) = t(Fw+G). 
Af dessa båda eqvationer fås efter elimination af n och t 
(D, E-DF)w? + (D.E-- DG)w + D,FEF-D,G = 0, 


eller, som är detsamma, 


I FR ELD 0 
DAG DÅ 45 DES 
TVR Fate 


och härur kunna nu de värden på w beräknas, för hvilka det i frå- 
ga varande bråket blir ett maximum eller ett minimum. Men denna 
beräkning kan äfven ske derigenom, att man först ur eqvationerna 
eliminerar 2, hvarigenom man erhåller 


eller 
/ - Y "2 lå NORS 2 
n/. 
.- ” Å - [e] l , ka .” ; id 
löser denna eqvation i afseende på och derefter insätter efter 
Nn 
hvartannat de båda värdena på denna qvantitet i 


w(D->E)=5F-D, 
Nn n 
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eller också i 


w(D,->F) DNE 


l 

n 

Jemföra vi nu den eqvation, ur hvilken — beräknas, med den 
n 


eqvation, som gifver värdena på , så inse vi lätt, att af våra sista 
eqvationer måste följa 


du De dv 
OKEDNE D- QE” 


eller 


QEEDE TID-0E 


deri successive böra insättas Q, och Q, i stället för Q. 
Men nu är 


dx dx 


dr = gu du + av dv ; 
NL dy 
dy = syd + 3, dv ; 


och således 


d d 
(QF-D) a7 - (QE-D )ar 


FETA VR EA 4 


hn dx d dx 
(QF-D)) av — (QE-D )a> 


eller 


d d 
(0G-D:) 37 - (QF-D) är 


dy 
dx 


(06-D) är (QF-D)) är 


Emedan a och b äro proportionela mot dx och dy och der- 
jemte | 
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Aa + Bb + Cc=0, 


måste följaktligen 


a=kUQF-D) ar EE LORA Disa då 


fik) d 
b = kQP-D)32 - (QE-D ) FA 


0) 0) 
re I) (QF-D,) 5 - (QE-D) a , 
eller 


fö) fä) 
ib |(0G-D,) = — (QF-D,) ; : 


bk 1(0G- DING (0F-D) "2 


= I, 1(QG- INN sd 
Då ytans eqvationer äro 
x = f (u,v), 
y = pu, v), 


2 = Wu, v), 


blifva således indikatrisens eqvationer 


C=0, 
Qr. 5 + Qu. Nn =S 
Sv GE 


deri Q, och Q, betyda rötterna till 


QE-D 9, QF-D, 


QF-D, 9 QG-D, 
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och cosinus för vinklarne mellan indikatrisens axlar och koordinat- 
axlarne äro gifna genom eqvationer, som kunna sättas under formen 


a b 
ne 0 öar I 0 Oy OV dy > 
Mode 00, dv 2007 du OD, dv 
ÖRNENELANEA 
20D, Ju ID, dv 
eller 
a NE b St 
MT dig I OM den TDP ög LÖP dy 
OD du ” 20D, dv OD du " 20D, dv 
Ö C 
Horiag TIK vde 
FDR SÖD, dv 


hvari värdena på Q, och Q, böra successive införas, på det att 
man må erhålla både a, b, c och a,, bi, C- 
Principalsektionernas radii curvaturge äro 


os c < SEGE? 
Q: 

o, = + SEG-F? 
Qy 


4:o. Om ytans eqvationer gifva samtidigt 


så blifva indikatrisens eqvationer 
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och &-axelns riktning bestämmes af 


fak FA 

du du du 
N-axelns deremot af 

ed ENS AU Re AA 

ENTIRE 

dv dv dv 


och således sammanfalla indikatrisens axlar med u- och wv-kurvor- 


nas tangenter. Exempel härpå lemna revolutionsytorna, om deras 


eqvationer skrifvas sålunda: 


x=uCosv, 


y=uSinv, 


2 = 


3. 


Indikatrisens konjugatdiametrar. Konjugat-tangenter. 
Konjungerade liniesystemer. 


47. Innan vi lemna indikatrisen, vilja vi nämna några ord om 
hennes konjugatdiametrar, emedan desse för en följande undersök- 


ning blifva af betydelse. 
Lägges genom punkten X, Y, Z en tangent till indikatrisen, 


och kallas hans vinklar med axlarne «a, f, y, så bestämmas dessa 


tydligen genom eqvationerna 
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OF (0) 
— FE ög CosB += Cosy 07 


dr 
| (X-0) + ggg ON + ga An [Cosas 
K lä X-0+ = (Y—-y) type >) CosB + ;=0. 
RA (2 -2)| 007 


-F 
) 020 x 
Antager man nu, att den radius vector i indikatrisen, som går 


till punkten X, Y, Z, är tangent till en genom £x, y, Z gående 


kroklinie på ytan, så blifva 
de2 


och vinkeln mellan ifrågavarande .tangent och indikatrisens tangent 
kan numera lätt beräknas med tillhjelp af anförda eqvationer. Man 


finner först och främst efter eliminering af X—x, Y-y, Z—2, 


OK N OF N OF Y Me 
ES Cosa + Cosp + Så Cosy = 0 
OF DJIA OF 

da . Cosa ROT REEVES 


eller, som är detsamma, 
L Cosa+ M Cospf + N Cosy =0, 


dL.Cosa +dM.CosBp +d N.Cosy = 0. 


Och dessa eqvationer gifva vidare 
Cosa CosB (CB YT 

N.dL-L.dN L.dM-M.dL' 

8 


M.dN-N.dM 
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hvaraf slutligen följer, att den vinkel, som inneslutes mellan kur- 
vans och indikatrisens tangenter, kommer att bestämmas af 


4 RUE BLA ra L 9 M 


SN 
ds /=(LAM- MdL)? 


dL-, dd MYE 


Men medelst denna eqvation bestämmes då också vinkeln, som kur- 
vans tangent, betraktad såsom diameter i indikatrisen, bildar med 
motsvarande konjugatdiameter. 

48. Förstår man nu med konjugattangenter, såsom brukligt är, 
tvenne konjugatdiametrar i den Dupinska indikatrisen, så kan man 
också säga, att sista formeln tjenar till beräkning af vinkeln mellan 
tvenne konjugattangenter, af hvilka den ene är till sin riktning 
bestämd genom värdena på dx, dy, de. 

1:o. I det fall, att Cos V = 0, är kurvans tangent vinkelrät 
mot sin konjugat-tangent, och kurvan är således dragen i riktnin- 
gen af någon bland indikatrisens axlar. 

Eqvationen 


FE SA Fn 
Ad, IRIS 


kan följaktligen i förening med ytans differentialeqvation tjena till 
att beräkna läget af indikatrisens axlar, och karakteriserar såsom 
differentialeqvation betraktad alla de linier på ytan, hvilka i hvarje 
punkt äro riktade utefter någon af motsvarande indikatrisers axlar, 
således de s. k. lignes de courbure (krökningslinier), om hvilka 
mera framdeles. 

I sammanhang med hvad vi ofvanför yttrat om eqvationen 


vilja vi här anmärka, att alldeles detsamma gäller om den i (46, 
3:0) framställda eqvationen 
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Lö RUN NR 0 


2:o. Limes för intersektionen mellan tvenne mot hvarandra kon- 
vergerande plan, som båda tangera i punkter af en på ytan belä. 
gen kroklinie, bestämmes, såsom vi lätt inse, genom eqvationerna 


L(E-2x) + M(7n-yYy) + N (5-2) = 0, 


dL.(E—2x) + dM.(n—-y) +dN.(8—- 2) = 0, 


och cosinus för de vinklar a, f,, Y,» som intersektionen i sitt li- 
mesläge bildar med koordinataxlarne, beräknas följaktligen medelst 
eqvationerna | 


Cosa, 6 Cos B, pl Cosy, 
M:dN-N.dM = N.dL-L.dN oo L.dM-M.dL' 


Enligt det. ofvan sagda äro således intersektionslinien i sitt li- 
mesläge och kontaktskurvans tangent konjugattangenter till ytan. 

49. Ett system af kurvor på en yta säges vara konjugeradt 
med ett annat system af kurvor på samma yta, om det alltid in- 
träffar, att i den punkt, der en kurva af det ena systemet skär en 
kurva af det andra, de båda kurvornas tangenter äro konjugattan- 
genter till ytan. 

Aro ytans eqvationer 


VI TECUNO) 
AE p (u, CS 


Wlusu), 


Zz 


[i 


och gifva dessa 
DISK 


så inträffar, att om man använder sjelfva u-kurvan till kontakts- 
kurva vid tangentplanets rörelse, sist framställda eqvationer blifva 
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Cos ay Å Cos by R Cos 7, 
9 C 08: I JA 01 EERO da 
Bag a a RAR 


och på samma gång har man (35) 


hvaraf åter 


dAdx — IBd3YyY = ICIS 


du dv > dudv "dvdr TE 
Men de sista eqvationerna gifva 
da dy de 
SER VÖ RT ro CR 1 BBR NE Co 
LE NES Sr LE nan de 


således synes att 


dz dy JET 
dv dv dv 
och att följaktligen 
D, = 0 


betecknar, att u- och v-kurvornas tangenter i hvarje punkt af ytan 
äro konjugattangenter, med andra ord att i detta fall u- och v- 
kurvorna varda konjugerade liniesystemer. 
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14. 


Eulers teorem, Normalsektionernas kurvatur. 


90. Hittills ha vi egentligen sysselsatt oss med sådana sektioner 
1 närheten af någon punkt på ytan, som uppkomma, då hon skäres 
af plan, parallela med tangentplanet i den ifrågavarande punkten, 
men till följe af sambandet mellan indikatrisens radii vectores och 
krökningsradierna hos ytans normalsektioner ha vi blifvit föranledde 
att äfven yttra ett och annat om dessa sednare. Vi skola nu taga 
dem serskildt i betraktande. 

Från läran om indikatrisen känna vi, att öfver hufvud taget i 
hvarje punkt på ytan skära hvarandra vinkelrätt tvenne normal- 
sektioner — de så kallade principalsektionerna -—, hvilkas krök- 
ningsradier antingen utgöra, den ene ett maximum och den andre 
ett minimum, eller ock båda äro minima, och att med dessa krök- 
ningsradiers tillhjelp indikatrisens eqvation måste kunna skrifvas 
under en af de båda formerna 


2 2 
5 SS i = 1 ; 
Ox Oy 

eller 
EE -— i = + ji d 
Ox Oy 


deri or, och gy beteckna ifrågavarande krökningsradier. Ar nu 0 
vinkeln mellan en radius vector i indikatrisen och tangenten till 
den principalsektion, hvars krökningsradie benämnes 0o,, så måste 


ös oå.Cos0, 
n = oå.Sin0, 
deri vi med 09 förstå krökningsradien i just den normalsektion, 


hvars tangent sammanfaller med nyssnämnde radius vector, och sist 
anförda formler gifva efter elimination af 5 och 9 
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Cos?09 Sin? 9 
Ox Oy 09 


eller 


Cos?09 Sin? 9 Å 1 
Ox Oy 009 


Häraf följer, att, om man kallar den ena principalsektionens krök- 
ningsradie o,, den andras o,, och derjemte betecknar med og krök- 
ningsradien i en normalsektion, hvars plan bildar vinkeln 9 med 
den först nämnda principalsektionens plan, så kan 09 beräknas ur 
den första eller andra af sist anförda eqvationer, allteftersom 0, 
och oy utgöra, den ene ett maximum och den andre ett minimum, 
eller båda äro minima. 
Detta är innehållet af det efter Euler benämnda teoremet. 


I5. 
Sneda sektioner. Meusniers teorem. 


51. Vi öfvergå till en undersökning af sådana plana sektioner, 
som icke äro normala, och för att studera dem förfara vi på föl- 
jande sätt. 

Genom punkten x, y, Zz lägga vi ett helt system af kroklinier, 
alla belägna i ytan och alla egande en gemensam tangent i nämnde 
punkt. På en af systemets kroklinier, för öfrigt hvilken bland dem 
som helst, taga vi trenne närbelägna punkter, punkten x, y, 2 deri 
inberäknad, och genom dessa lägga vi en sfer, hvars medelpunkt 
bindes vid det normalplan, som innehåller den för krokliniesyste- 
met gemensamma tangenten. Derpå låta vi punkterna genom li- 
mesöfvergång falla tillsamman. Sferens på detta sätt bestämda cen- 
trikoordinater och radie äro då, såsom lätt inses, gifna genom eqva- 
tionerna: 
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(=) + (0-Y)? + (C-2) er, 
(5-2x)dx + (7—-y)dy + ($-2)d2 = 0 
(ö- £)dx + (N-y) dy + ($-2)d?2 = ds? , 


Sr, Ur: i—2 
REM ok Nä fa OR 


af hvilka den sista tydligen är eqvation för det normalplan, som i 
sig innehåller den för kroklinierna gemensamma tangenten. Som 
den andra eqvationen föreställer krokliniernas gemensamma nor- 
malplan och skärningslinien mellan detsamma och det nyssnämnda 
planet är "ytans normal, kunna således den andra och den fjerde 
eqvationen i eqvationssystemet ersättas med 


wu 


För att nu härleda värdena på centri koordinater antaga vi 
med stöd af normalens eqvationer 


[EE ia Rb 
n-y=k.M, 
C-2 =. N. 


Vid insättning häraf i tredje eqvationen finna vi 


- ds? 
— Ldx + Md?y + Nd?2” 


eller i följd af ytans differentialeqvation af andra ordningen, en- 
ligt hvilken 


Ld'x + Md?y + Nd?2e = — dxdL — dydM — dedN, 


ds? 


ås dxdL+dydM+dedN 
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Genom användning af detta värde på &£ finna vi först och främst 
värdena på &, 7, & och derefter värdet på 7, som blir 


ds /L>+M?+N? 
dxdL+dyd M+dzdN 


Dessa uttryck för sferens centrikoordinater och radie, visa först 
och främst, att sferens medelpunkt är belägemw på ytans normal, 
och vidare ha de den anmärkningsvärda egenskapen att icke i sig 
innehålla differentialerna af andra ordningen eller just det, hvari- 
genom de serskilda kroklinierna inom systemet skilja sig från hvar- 
andra. De blifva följaktligen oförändrade, hur vi än välja den krok- 
linie inom systemet, på hvilken de tre punkter tagas, som tjena 
till sferens bestämning. | 

På grund häraf, och emedan ett plan, som samtidigt med sfe- 
ren lägges genom de tre punkterna, i limes öfvergår till oskule- 
rande plan för den serskilda kurva, på hvilken punkterna blifvit 
valda, och då derjemte intersektionen mellan detta plan och sfe- 
ren blir kurvans krökningscirkel, finna vi: 

att sferen är en och densamma för hela det system af krok- 
linier, som har gemensam tangent; 

att visserligen de serskilda kroklinierna ha serskilda oskule- 
rande plan, således också serskilda circuli curvature; 

men att samtliga kurvornas krökningscirklar äro småcirklar, 
alla belägna på den ifrågavarande för systemet gemensamma sferen; 

och att, då alla dessa småcirklar ha gemensam tangent, hvar- 
deras radie är lika med projektionen af sferens radie i småcirkelns 
plan. 

Lägges nu genom en och samma tangent till ytan i punkten 
Xx, y, 2 ett helt system af plan, så åstadkommer det plan, som inne- 
håller ytans normal, en normalsektion, och alla de öfriga planen 
gifva upphof till så kallade sneda sektioner. Men dessa sektioner 
tillhopa bilda ett krokliniesystem af ofvan omtalta beskaffenhet. 
Följaktligen gäller om dem, hvad nyss: blifvit sagdt om ett sådant 
system. Men tydligen är 1 detta fall normalsektionens radius cur- 
vature detsamma, som sferens radie, och derföre kunna vi säga, 
att 

alla de plana sektioner, som ega gemensam tangent, ha sina 
circuli curvature belägna på en och samma sfer, och 
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hvarje sned sektions krökningsradie är projektion af kröknings- 
radien hos den normalsektion, som med den sneda sektionen har ge- 
mensam tangent. 

Detta, som utgör innehållet af Meusniers teorem, uttryckes 
analytiskt sålunda: 

År o radius curvature för en normalsektion, och betecknar 
0, radius curvature för den sneda sektion, som med normalsek- 
tionen har gemensam tangent och hvars plan bildar vinkeln w med 
normalen, så är 


00 103 COS; 
eller, om värdet på o införes, 


NS ds? /L?+ M2+ N?.Cosow 
ME Ada? + Bdy? +Cd2?+2 A,dyd2+2B,d2dx+2C,dxdy 


Genom nu anförda teorem och sist gifna formler är frågan om 
sneda sektioners krökning fullständigt besvarad. 


Anm. Om en kurva utgör intersektionen mellan tvenne ytor, och 
man i en punkt på henne lägger ett normalplan till hvardera ytan, så 
att dessa båda plan skära hvarandra utefter kurvans tangent, samt 
förenar med en rät linie de båda normalsektionernas kröknings- 
centra, så inses i stöd af Meusniers nu framställda teorem, att 
'sistnämnda linie måste vara axel till kurvans oskulerande plan och 
gå genom kurvans centrum curvatur&e samt följaktligen vara kur- 
vans polar. De båda normalsektionernas krökningsradier och den 
linie, som förenar deras centra, bilda sålunda en triangel, deri höj- 
den både till läge och storlek sammanfaller med kurvans kröknings- 
radie, och basen utgör ett stycke af kurvans polar. 
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16. 


Återblick på resultaterna af föregående undersökningar 
beträffande en ytas sektioner. 


92. Om vi sammanställe, hvad i paragraferna (45), (50), (51) 
blifvit yttradt, finna vi, att vår kännedom om en ytas form i en punkt 
helt och hållet beror på kännedomen om koefficienterna i den till 
normalform reducerade eqvationen för Dupins indikatris. Så snart 
nemligen dessa koefficienter äro gifna, är också den form bekant, 
mot hvilken de med tangentplanet parallela sektionerna af ytan 
närma sig, och likaså äro principalsektionernas radii curvatura kända. 
Men genom desse sistnämnde erhållas i stöd af Eulers teorem 
samtliga normalsektionernas krökningsradier, genom hvilka slutli- 
gen enligt Meusniers sats alla sneda sektioners radii curvatur2e 
kunna med lätthet beräknas. 

Vi kunna tillägga, att härmed också frågan om krökningen 
hos en på ytan belägen kurva är besvarad, enär kurvans krökning 
i punkten x, y, 2 tydligen är densamma, som krökningen i nämnde 
punkt hos den plana sektion, som uppkommer, då ytan skäres af 
kurvans oskulerande plan. 


17. 
Sferiska punkter. 


dd. I sammanhang med föregående undersökningar vilja vi be- 
handla frågan om så kallade sferiska punkter på en yta. 

Med sferiska punkter (Nabelpunkte, Ombilics) förstå vi sådana 
punkter på en yta, i hvilka indikatriserna äro cirklar, och således 
normalsektionernas krökningsradier lika stora. 

1:o. Om nu en ytas eqvationer äro 
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x=/f (u,v), 
YI pu, v), 


2 Wu, v), 


så är, enligt hvad vi 1 (46, 3:0) sågo, en normalsektions kröknings- 
radie 


FEdu? + 2 Fdudv + Gdv? 


ASS a Ddu?+2D,dudv+D,dv?” 


och för att i sådant fall punkten (u,v) skall vara en sferisk punkt, 
måste detta uttryck på o vara detsamma för hvilka värden som 
helst på du och dv. Men detta inträffar, om 


och dessa eqvationer utgöra följaktligen kriteriet på en sferisk punkt. 
2:0o. År åter ytans eqvation 
E(rrv eg) 
så fås af indikatrisens eqvationer och enligt formlerna öfverst å sid. 106 


Ldzx + Mdy + Nd2=0, 


A dx?+Bdy?+Cd22+2A,dyde+2B,dgzdx+2C,dxdy 


- 
dx?+dy?+de2? OM 


som efter elimination af d2 gifva 


odx? +2Bdxdy+ydy? RB 


a,dx?+2p,dxdy+y, dy? 0 


deri 
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a= NA —-2NLB, + LC, 
p= LMC + N?C, - NLA, —- MNB,, 


y = MO > 2 MNA, + NAD] 


Ad, SNI 
Pressa 
PS FURSTE 


och kriteriet på en sferisk punkt blir nu 


Benämna vi hvart och ett af dessa förhållanden &k, så finna vi 


NIA -2QNLEB,+LC=kRN + L3, 
LMC + N?C,—- NLA, —- MNB, = kLM, 


MC —-2MNA, + NB = k(M2 + N?], 


som, om den första eqvationen förlänges med M?, den andra med 
-—-2LM och den tredje med L?, gifva efter addition af venstra 
och högra membra 


L?B- 2LMC, + MA = kil? + M23, 
hvaraf 


på IL?B-2LMC, + MA 

= L2+'M2 k 
Högra membrum i denna eqvation kan sättas i stället för förhål- 
landet 8:B8,, då kriteriet på en sferisk punkt slutligen reducerar 
sig till 
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N?A-—-2NLB, + LC E?B-2LMC,+ MA 


N? + LI? FIN ET 


MEG AM NÅGAN2B 
F M? + N? ; 


och följaktligen, om ytans eqvation är 


2 = f(x,y) > 
till 


18. 


Om en ytas afbildning i en annan yta. 


34. Att afbilda en yta i en annan yta betyder, att fastställa en 
lag, enligt hvilken -en bestämd punkt i den sednare svarar mot 
hvarje punkt i den förra. 

Åro ytornas eqvationer 


x=/ (rv), 

y = gp (u,v), 

2= Ylu,v), 
och 

= KUK), 

Y = P (U,V), 


Z = (U,V), 
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så sker detta derigenom, att U och V göras till funktioner af u 
och ». 'Derigenom blifva också X, Y, Z funktioner af u och v, 
och då man tilldelar u och v hvar sitt konstanta värde, erhållas 
tvenne motsvarande punkter, en i hvardera ytan. Ger man u ett 
konstant värde, erhållas två motsvarande kurvor, belägna enihvar- 
dera ytan; likaså om man tillägger v ett konstant värde. På sam- 
ma sätt går det äfven, om man gör u till funktion af v. 


19. 


Om ytors kurvatur. 


55. Vid undersökning af en gifven yta betjenar man sig med 
fördel af hennes afbildning på en sfer enligt följande för hvarje punkt 
på ytan gällande lag: Parallelt med och i samma riktning, som 
normalen i punkten på den gifna ytan, drages från sferens cen- 
trum en radie, och dennes ändpunkt betraktas såsom svarande emot 
den förstnämnda punkten. Härvid iakttages, att samtlige den gifna 
ytans normaler anses vara dragna från ytan åt en och samma sida 
om henne. Sferens radie antages för enkelhetens skull vara längd- 
enheten. Hans centrum kan naturligtvis vara beläget hvar som 
helst. | 

Hvad motsvarande figurer i de båda ytorna beträffar, anses 
dessa ligga, den ena på sferens yttre sida, den andra på den sida 
af ytan, som vetter åt samma håll som normalerna. 

I närmast följande paragrafer antages den gifna ytan vara af- 
bildad på sferen enligt nyssnämnda lag. 

06. Låtom oss antaga, att en kroklinie är dragen från en punkt 
A till en närbelägen punkt B i den gifna ytan, och att mot krok- 
linien AB svarar kurvan ab på sferens yta. Låt vidare sferen 
vara placerad så, att punkterna a och A sammanfalla till gemen- 
sam tangeringspunkt för begge ytorna. Då måste tydligen ytans 
normal i A utgöra förlängning af sferens till a dragna radie, och 
ingenting hindrar oss att göra denna normal till 2-axel samt tan- 
gentplanet till xy-plan med tvenne deri belägna och mot hvaran- 
dra vinkelräta linier såsom z- och y-axlar. ”Tangeringspunkten blir 
naturligtvis härvid origo. 
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En rät linie, som förenar A och B, blir tydligen tangent till 
kurvan AB, om B närmar sig mer och mer intill och slutligen 
sammanfaller med A. En rät linie ab blir samtidigt tangent till 
kurvan ab, och i följd af det sätt, hvarpå punkten b blifvit be- 
stämd, är projektionen af räta linien ab i xy-planet parallel med 
projektionen i samma plan af ytans normal i punkten B. 

Beteckna vi med w och & de vinklar, som projektionerna i 
xy-planet af räta linierna AB och ab vid limesöfvergång bilda 
med x-axeln, så är den förre bland dem, såsom lätt inses, bestämd 
genom eqvationen 


den sednare åter genom 


dg ”  sdx+tdy 
äpi i srde + sdy” 


emedan projektionen af ytans normal i B har till eqvation 


S-d2  Nn dy 


4p 4q 
Mellan 0 och w existerar följaktligen relationen 


S+l.t20 


fö a NSSLET 


Genom differentiation af denna sista eqvation under iakttagande 
deraf, att r, s och t behandlas såsom konstanter, erhålles 


d 0 al pig? Cos? 0 
do > (r+s.tgw) Costw'” 


af hvilken nya eqvation vi draga en vigtig slutsats. Den visar 
nemligen, att 


d0 


AE (5 


och att således 9 och w samtidigt växa eller aftaga, om ytan i 
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punkten A är concavo-concav, men att deremot den ena af dessa 
qvantiteter växer, då den andra aftager, om ytan i nämnde punkt 
är concavo-convex. Om man således från någon punkt på nor- 
malen betraktar tvenne från A utgående kurvor AB och AC, be- 
lägna i en concavo-concav yta, och motsvarande på sferen belägna 
kurvor. ab och ac, så visar sig ab till höger (resp. venster) om 
ac, om AB ligger till höger (resp. venster) om AC. Åro deremot 
AB och AC belägna i en concavo-convex yta, så synes ab till 
venster (resp. höger) om ac, då AB ligger till höger (resp. ven- 
ster) om AC. Korteligen: kurvorna 1 ytan äro ensliggande med 
motsvarande kurvor på sferen, om ytan är concavo-concav; der- 
emot oensliggande, då ytan är concavo-convex. 

Det torde knappast behöfva anmärkas, att giltigheten af denna 
sats ej är beroende af sferens läge, och att detta endast för bevi- 
sets skull valdes så, att punkterna A och a sammanföllo. 

97. Låt den gifna ytans eqvationer vara 


x=f (u, v), 
y = Pp (u v), 


2= W(u, v). 


Då äro eqvationerna för hennes afbildning på sferen 


E=A4A, 
NELL) 
CRSRALOG 
| l 


2 


FBC  KOSEN 


Huruvida 2 är den positiva eller negativa roten till sista eqva- 
tionen, är för den undersökning, som här skall företagas, alldeles 
likgiltigt. 


Af nu gifna eqvationer erhållas 
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BA da TE RE a, 
lagt AA dy fo AT 
ER OB og, DÅ OM BA 
2 Ean RR dv fre ba 
ER aG 1AdA du ANTA 
Ena NV du? ENA ar 


och af denna formelsamling 


afbildade kurvan A, B, €) 


åter (4A,, B,, C, äro den på sferen 


IR SOrNB ON ETON/ A0BAL00 

4, = 2 (37 3r äv de) t Aösl dn Bör) 
4 00 dB 
+ 230 (Bög > Cör) 


samt motsvarande uttryck för B, och &€,. . 


Men genom användande af 


dA k JA OB oC 
fär sr AN Bat Ca) 
dA JA OB SDK 
samt beteckningen 
, , C 
Hera JA OB 0C 
dur ar äu > > du 
DAR ÄB rad 
LO Mae 0v | 


reduceras denna sista eqvation till 
År SKA, 


och i öfverensstämmelse härmed får man 
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BB, = BKA, 
SENS 
följaktligen också 


AV? + By? + CC)? 


= 284? 
A? + B2 + C? GEN 


Betecknar man nu motsvariga element af sferen och ytan 


med 
dO och dY,' 


så gäller för deras förhållande enligt (38) 


) 


TX) AiaiBig 0 


9) 4 + BRG 
7 = 


och således också enligt föregående eqvation 


dov: 4? 
le (EG —- Fy 


För att tolka detta resultat, differentiera vi först 1 afseende på u 
och » de i (35) härledda eqvationerna 


VE AD TREAN PESEE 
du 


du du 
och 
dx dy dz 


hvarigenom vi erhålla 
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D4dz  dBdy IC oh 
Slant Dn säden ia Aes 


dAdx dBdy  ICIZ 
dv du — dJv du ” dv du 
d4dz dIBdIy ICI2 
Hör dan dh Ra OR 


0408 dB dy: dCde D ; 
TG ke dn dR OD dv NE 


och af dessa eqvationer finna vi sedan med största lätthet 
och således slutligen enligt (46, 3:0) 


(7 - (RUS 
ETT CRG EET (0, 02) 


deri med 09, och 0, förstås de mot punkten xyzZ svarande princi- 
palsektionernas radii curvatureg. 

58. Instänges någon del af den bugtiga ytan inom en sluten 
kontur, så blir likaledes en del af sferen innesluten inom en mot- 
svarande kontur. Den sålunda på sferen uppkomna figurens area 
benämner Gauss den på ytan belägna figurens totala kurvatur 
(curvatura integra vel totalis). 

Förhållandet mellan figurernas areor är den sednares medel- 
kurvatur. 

Inskränkes figuren i den bugtiga ytan till att utgöra ett afta- 
gande element af henne, öfvergår sistnämnda förhållande i limes 
till hvad Gauss kallar måttet på ytans kurvatur i den punkt, dit 
elementet hör. Enligt sist erhållna formel är dess numeriska vär- 
de gifvet genom eqvationen 


fr a 
dY)l Nee 
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Gauss betraktar emedlertid hvarken måttet på kurvaturen i en 
punkt eller totala kurvaturen endast såsom tal, han tillägger dem 
fastmer vissa, af de respektive ytdelarnes lägen beroende tecken. 
Detta har goda skäl för sig, såsom vi nu skola visa. Hvarje yt- 
element innefattas nemligen mellan tangenterna till en u- och en 
v-kurva, hvilket naturligtvis gäller både om den bugtiga ytans 
och sferens elementer. År nu den bugtiga ytan concavo-concav, 
så äro hennes ifrågavarande tangenter, såsom vi sett i (56), 
ensliggande med motsvarande tangenter till sferen, och sferens 
elementer lägra sig derföre bredvid hvarandra 1 samma led, 
som elementerna af den bugtiga ytan. År deremot ytan con- 
cavo-convex, så iäro hennes och sferens tangenter oensliggande, 
och sferens och ytans elementer ordna sig i sådant fall åt mot- 
satta led. Skulle slutligen inträffa, att ytan vore dels concavo- 
concav dels concavo-convex, så måste åtskilliga bland sferens ele- 
menter lägra sig i en viss led och andra i den motsatta, under 
det att ytans ordna sig i en och densamma. Häraf inses, att yt- 
elementer af sferen kunna komma att falla öfver hvarandra och 
inkräkta på hvarandras områden, så att, när ett element tjenar till 
att förstora den på sferen uppkommande bilden af en på den bug- 
tiga ytan befintlig figur, kan ett annat tjena till att förminska 
densamma. Somliga bland sferens elementer ega följaktligen ad- 
ditiv, andra deremot subtraktiv karakter, och en skilnad i afseende 
på deras tecken kan följaktligen med fog göras. Åt hvilket slag 
af elementer man dervid tillägger det positiva tecknet, är natur- 
ligtvis af underordnad vigt. Lämpligast synes emedlertid vara, att 
betrakta de elementer af sferen såsom positiva, hvilka svara mot 
punkter tillhörande en concavo-concav del af den bugtiga ytan, 
dem deremot såsom negativa, hvilka motsvara en concavo-convex 
del af ytan. Det är också så, Gauss har gjort, och hans målt på 
kurvaturen i en punkt är således både till tecken och storlek gifvet 
genom eqvationen 


do DD.-D;? 
dr (EGR 


hvilket också i fråga om en concavo-concav del af ytan kan skrifvas 
under formen 


dO É 


dY Ae 
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och i fråga om en concavo-convex del under formen 


dY 0102 


Sedan på detta sätt måttet på kurvatur blifvit definieradt, föl- 
Jer otvunget, att analytiska uttrycket för cn figurs totala kur- 
valur är 


DSS 


? =) (EG-F2 


dY, 


deri gränserna bero af den gifna figurens perimeter ; och detta ut- 
tryck antager den speciella formen 


FE (REN 
01 032 


om den gifna figuren är helt och hållet concavo-concav, men der- 
emot formen 


PET fr page 


0102” 


om figuren är concavo-conver. 

I enlighet med nu gifna generela uttryck för den totala kur- 
vaturen måste den på sferen belägna figuren uppfattas. Den inne- 
slutes visserligen af en kontur, som svarar mot perimetern i figu- 
ren på den bugtiga ytan, men den kan i vissa fall utgöra en sam- 
manfattning af skilda, genom serskilda konturer begränsade min- 
dre figurer, och vid hvar och en af dessa måste i sådan händelse 
hänsyn tagas till belägenheten af hans elementer. Figuren i sin 
helhet får derföre icke betraktas såsom en summa i aritmetisk 
mening af de integrerande småfigurerna, utan den måste anses så- 
som deras algebraiska summa, hvari en eller annan af dem kan 
komma att ingå såsom till sitt tecken motsatt de öfriga. 

Sjelfva måttets lämplighet inses lättast, om vi antaga den 
gifna figuren concavo-concav. Det synes nemligen i detta fall 
tydligt, att den på sferen uppkommande figuren blir stor, i sam- 
ma mån som den gifnas bugtighet är stor, och tvärtom, så att 
figuren på sferen aftager, om den gifna figuren närmar sig till 
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plan. Det må här anmärkas, att enligt (45, 3:o och 5:o) måttet på 
kurvatur kan skrifvas sålunda: 


NÖD RS öd, NER sd 
dy. (CL? + M? + N2) 


99. I sina Disqvisitiones generales circa superficies curvas art. 
(11) har Gauss visat, att man kan uttrycka måttet på kurvatur 
utan att använda andra qvantiteter än FH, F, G och deras partiella 
derivator i afseende på u och v. Af denna omständighet kan ett 
och annat af synnerlig vigt hemtas beträffande bugtiga ytors natur, 
såsom vi i närmaste paragrafer skola ådagalägga, och vi anse oss 
derföre böra här gifva resultatet af hans framställning; men gån- 
gen af hans bevis följa vi icke, utan ansluta oss i detta hänseende 
till Joachimsthal (Se Joachimsthal, Anvend. der Diff. etc. $ 61). 

Utom den i uttrycket för måttet på kurvatur ingående näm- 
naren, som endast innehåller E, F och G och derföre kan lemnas 
orörd, förekomma deri produkter af qvantiteterna D, D, och D,, 
således produkter af determinanter, hvilka böra ersättas genom 
andra qvantiteter; och det blir för detta ändamål nödvändigt att 


verkställa de betecknade multiplikationerna. Detta kan ske enligt 
följande schema: 


ae +bB+cy, a a + Db by +eYy,, a ar + b pa + c Ya 
= | A0 + bp+ cy, A07 + b,Py + Cj71, A03 + byPa + Ci 


Ag0 + Op + C3Y5; — Ar0y + OSP + CN) ta03 + apa + CoYa 


Användes nu denna formel på 
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d2x 2y 022 


du?” du?” du? Sör dv?” dv? 
Or dy de I FORE SDN AN 08 
re RS = ag du to OR 
de dy de | dz dy de 
dv ” dv ” dv dv ” dv” dv 
erhålles 
ssd VI ng de du sing dre 
du? dv? ” du du?” dv du? 
dr 0?x dxN? dx Ix 
BERSa Or 2 SPARE 
DD, =14 du dv?” (Gr) é du dv 
Vv dz dz ES 02 dz Bä CA 
= do dv?” du dv ” dv 


och då samma formel vidare begagnas för qvadrering af 


d?x 02 02 | 
du dv ” du dv ” du Sp 
d.x dy dZ 
12 EL RNA UNG TE NKER Irig 
d.x dy 02 
| dv ” ORET dv 
blir 
å ERNA ET kr RE ET 
(örö) REN Oidg dv 1 ROR dv 
13: dc TÅ EN GG) dx dx 
, du du dv” OM du dv 
sde de, os dad or (0 
dv du dv” du dv ? dv 
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, å . - . a . . 
Största delen af de summor, som ingå 1 nu erhållna multipli- 
kationsresultater, ersätta vi genom andra uttryck enligt följande 


lätt vunna formelsamling 


M 
| 
| 


5 de de 108 
=” du dudv 2 dv ? 
S OO NOG 


och vi finna med användning af henne 


s Prdr 108 OF 1dE 


—  —x-2-Q ms — 


ONE DG ' 
AE Cr ET Sr 
196 
TAPE > 


och 
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3 = 1dE 196 


dudv) 2 dv ” 2 du 
KÖrR 
D?= de Ör Ån 
1 2 dv , FE , I 
196 3 
ORG 


Då nu af dessa båda determinanter differensen skall bildas, 
för att täljaren i måttet på kurvatur må erhållas, visar sig, att en 


term i utvecklingen får utseendet 


er 


BR Vs ER or fre 
(EG -IP) 12373 (ön 5.) 


Denna innehåller således ännu ett par summationstecken, men 
dessa kunna bortskaffas förmedelst formeln 


d2x 020 Gr) TP 0rG 0? F 1925 
dudv) = 2 du? ” dudv 2 dv? 


hvars giltishet man lätt kan pröfva, och numera ingå i uttrycket 

=) O Pp OO Mi 

för differensen mellan DD, och D,? icke vidare några summa- 
212 1 =) 


tionstecken, utan man får 


0 OG LOG (3) 


4(DD;-D,?)= E FERRAN a CE 


FRE OO On FER dun dö: dv Du JK 


NM 0G dE IG OFOG lg OR IE OFOF) S 


0EdG ,dFdE CR H 


FYR tu Om ES ODRdU > Ndv 


€ 


möra (EGP sg du dv du? 


RE > VF a 


en eqvation, som också kan sättas under formen 
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or aG OF dE 
4 (DD, ock JD: = 2 (VEG = FA RER SNR + d. RTR 
duVEG-F2 dv VEG - F? 

/ Frk G | 

DEL ANI 

ÅA du” du 

FER GE 

| dv” dv” dv 


Af dessa eqvationers beskaffenhet och uttrycket för måttet på 
kurvatur synes, att det scdnare kan skrifvas såsom funktion af 
endast E, F, G och deras partiella derivator i afseende på u och 
v, korteligen att 


Ty - F(E,,G 


OE JE OF OF IG 36 ) 
dif: ; 


du” dv die De DON 


20. 


Om böjbara ytor. 


60. Om en yta kan afbildas i en annan på sådant sätt, att hvarje 
linie, som i den sednare ytan förenar tvenne punkter hvilka som 
helst, får alldeles samma längd, som motsvarande föreningslinie 
mellan motsvarande punkter i den förra, så inses, att alla deter- 
minerade linier i den ena ytan måste kunna, somliga med och 
andra understundom utan formförändring, men alla utan förläng- 
ning eller förkortning, samtidigt inpassas på sina motsvarande 
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linier i den andra ytan, och att således den ena ytan kan genom 
böjning utan ruptur och veck utbredas i den andra. 

Det närmaste analytiska vilkoret för möjligheten af att på 
detta vis afbilda den ena ytan i den andra är, såsom vi lätt för- : 
stå, att de båda ytornas x, y och gZ kunna uttryckas genom så- 
dana funktioner af samma u och v, att expressionen (36) 


FEdu? + 2Fdudv + G dv? 


blir oförändrad, vare sig man deri insätter de för den ena eller 
andra ytan gällande £, F och G. Men detta vilkor är omöjligt 
att satisfiera, såvida icke FE, F och G kunna fås att för båda ytor- 
na utgöra identiskt samma funktioner af u och v. Följaktligen är 
det nödvändiga vilkoret för att en yta skall kunna i en annan ut- 
bredas utan ruptur eller veck, att båda ytornas x, y och 2 kunna 
uttryckas genom sådana funktioner af samma u och v, att derige- 
nom E, F och G blifva lika för båda ytorna. Och detta vilkor är 
också tillräckligt, så att den ena ytan kan på nyssnämnda sätt ut- 
bredas i den andra, om deras E, F och G kunna fås lika, ty i 
sådant fall blifva motsvarande linier i dem af lika längd. Af det 
nu sagda inses också, att E, F och G måste för tvenne ytor kunna 
uttryckas genom samma funktioner, om den ena ytan kan genom 
böjning omgestaltas till likhet med den andra. 

Likaså är klart, att, om en yta genom böjning förändras till 
sin form, detta är utan inflytande på E, F och G, så länge man 
med oförändrade värden på u och v betecknar en och samma punkts 
läge före EN efter for mförändring gen. 

61 I (59) ha vi sett, att uttrycket för måttet på kurvatur i 
en punkt är funktion af dead E, F, G och deras partiella deri- 
vator i afseende på u och v. Sammanställes denna omständighet 
med hvad nu blifvit sagdt om ytors böjbarhet, följa otvunget ne- 
danstående af Gauss i hans Disqvisitiones gen. etc. art. (12) först 
framställda och i högsta grad anmärkningsvärda teoremer: 

Om en bugtig yta kan utbredas i en annan, så äro måtten 
för kurvatur i deras motsvarande punkter lika, och 

om en yta genom böjning förändras till sin form, så för- 
blifver dock måttet på kurvatur i hvarje punkt oförändradt, och 
hvarje begränsad del af den budtiga ytan bibehåller sin totala kur- 
vatur oförändrad. 

62. Bours teorem. Bour har i Journ.de P'école polyt. Tom 
XXII, 39 Cahier, 1862, pag. 82 bevisat, att det alltid finnes nå- 
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gon revolutionsyta, hvari en gifven helicoidal yta kan utbredas. 
Beviset härför och sättet att finna revolutionsytan äro följande. 
En helicoidal ytas eqvationer kunna alltid skrifvas sålunda; 
x=ulCosv, 
y=UuDSDV, 


2=mov + p (u). 


Af dessa fås 


Ox at - 
RE = Cos v 9 Ar = — 4 Sin JF EF =TF q9'(u), 


S d: N 
sd = Sin v , a =ulCosv, F=mg'(u), 
02 Nr 02 je RES 2 
EUR Pa 3 = Ut + Mm” 


En revolutionsytas eqvationer åter äro 
&£= UCosv— V Sin v, 


U 
7 = USnv+ ViCosv, 


om i dem U, V och W äro funktioner af u. 
Häraf erhåller man 


DE: BRA (EE RAT AEA h ; FRA 
0 dr ROR OR IR va do men USD OTO 
re Fl RAA MR ON NF 
Sud VD RN NLo8g 5,” UCosv V Sinv 4 
OCK 08 
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Hd ORON Ga 


ra TT : 
du” du” du? ” 


L, 


Jara vev y dU 


du du ” 


SEA Pe a 
Skall nu den ena ytan kunna bredas ut i den andra, måste 


dU: dV2 dW? 


PR LU tt 
TIN AG 
mq' (u) = In - V FI 


u?+m?2= U2 + V?. 


Dessa eqvationer kunna alltid satisfieras, ty den sista af dem ger 


Va 
u?+m2= U?2!1 + Tal 
U?2YV” 
den närmast föregående åter 
da 
ma (uj= U?.— = 
(4) du U 
och således båda i förening 
d Lä 
mq' (u) d U 
ERS T a 
m? + u? fv 2 
U2 


hvaraf 
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m q' (2) d V 
— = du + k = Aretg= 
fö m? + u? fir 


4 m gp (u) ) 
Va TLS fö du + kl. 


hvaraf 


Af denna och sista vilkorseqvationen fås slutligen 


U= Vu? +m?. Cos ISTER du + kÅ , 


m? + u? 


V= Ju? +m2. Sin 


Äl Var ENG du + k | 


m? + u? 


och således också i följd af första vilkorseqvationen 


W= ky SAKNADE 


m? + u? 


Appliceras dessa formler på 


x =.4u Cos v, 


Yy = 4 Sin v, 


2 =U-V, 
så får man 
m= —1, 
p(u). = uU; 
gp (u) = 1, 


U=Vl+u?. Costk— Arctgu!, 


V=J1 +u?. Sin Fk — Aretgu), 
WE tuy 
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eller, om man t. ex. gör k= 3 och &k, =0 samt använder öfre teck- 
net i sista eqvationen 

U=u, 

Väl, 

We us 


och således blir revolutionsytan 
£=u Cosv— Sinv, 
nn =uSinv + ClCosv, 
C=U, 

följaktligen en revolutionshyperboloid. 


Appliceras åter samma formler på 


z=uCosv, 


y=uSinv, 


2=Nv, 
så får man 
m=n, 
gp (u)=0, 
p' (u) = 0, 


U= yn +u?.Cosk, 
V = n? +u? Sin k, 


W=n1lu+ fn +u) +. 
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Man får följaktligen 
E= Un? +u?. Cos(v+k), 
Nn = Sn? +u?. Sin (v+k), 
C=nliu+n?+uy+k. 


Af dessa eqvationer finner man lätt 


C—K, ö—k, 
as ARA n FASER 
; Ve TN BE 
SE BRA +N? Ce 5 
och om häri insättes 
ky = —- nin, 
fås kedjeliniens revolutionsyta 
5 4 
Ybdr a RNA 


63. Minding har visat, huru man kan finna eqvationerna för 
åtskilliga ytor, uppkomna genom böjning af en gifven revolutions- 
yta. Hans metod är i korthet följande. 


Man skrifver den gifna revolutionsytans eqvationer under 
formen ; : 


x=fl(u). Cosv, 

yeEfur.Snv, 

2= p(u), 
betecknar den genom böjning uppkommande ytans koordinater med 
2» Yy, 2 och antager på försök att 2, är funktion af endastru; 


samt söker under detta antagande bestämma x, och y, genom an- 
vändning af eqvationerna 
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E=f?(u)+p?(u), 
F=0, 


G =f> (u), 


day? + dy? + de? = Edu? + 2 Fdudv + G dv?, 


hvilka kunna ersättas af 


00-520 20) (2) 


du 
dx,? + dy,? = Ww? (u) du? + f? (u)dv?. 
Skrifves nu i stället för den sista eqvationen 
dx, = W(u) . Cos0.du—/f(lu).Sin0.dv, 
dy, = W(u). Sin9.du +flu). Cose.dv, 
hvari 9 betecknar en vinkel, så är tydligt, att uppgiften löses, om 


0 bestämmes så, att derigenom de båda sista eqvationerna blifva 
integrabla. Men för detta fordras, att 


d (W(u). Coso) ör MUNNAR Sin6) 


dv du 
d(W(u).Smn9) — IlFlu). Coso) 
dv du 
eller 
fil) 
du 2 


d 
ww 3> =), 


och detta vilkor uppfylles af 
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vek FIRAR 15 ENS TE VAR ENS 
pre V(1—a2)f2(u) + q'? (uu) 


samt leder sålunda till 


OR = If (w).CosZ | 9, 


(= 00 )f (0).-SinZ | , 
de, = V (1—a?) f? (u) + pu) du, 


hvaraf genom integration erhållas 


rv kör af(u).Cos=, 
se LG 
Yr EI + af (u). Sin => 


som utgöra de sökta eqvationerna. 


Antager man 
LL 


f(u)=7rlCosu, 
p (u)=7rSnu, 
så är revolutionsytan en sfer, som har till eqvationer 
2 = rlosuQCosr, 
y =rlosuSinv, 


2=rSmu, 
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och häraf erhålles 
v 
2 = k+arlCosu. Cos Pr 


. Vv 
yr = ky + ar Cosu. Sin = > 


U 
Sör rf V1-—a? Sin? u.du, 
0 


som sålunda utgöra eqvationerna för ett slags ytor, hvilka upp- 
komma genom sferens böjning. 

64. Vi afsluta denna framställning med den anmärkningen, 
att i enlighet med innehållet i (60) hvarje kortaste linie i en 
yta bibehåller sin natur, om ytan böjes, och att, i öfverensstäm- 
melse med hvad som sades i (61), hvarje yta, som kan deve- 
lopperas i ett plan, måste i hela sin utsträckning satisfiera eqva- 
tionen 


eller 


rt—-s?2=0. 


21. 


Krökningslinier. 


65. Med krökningslinie förstår man den på en yta belägna 
kuryvn, som i hvarje punkt har gemensam tangent med en af ytans 
dithörande principalsektioner. | 
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Genom hvarje punkt på en yta kunna i allmänhet, enligt hvad 
vi känna om principalsektionerna, tvenne sådana linier läggas, och 
dessa skära hvarandra vinkelrätt. 

I (48, 1:0) hafva vi funnit, att eqvationerna 


Ldx + Mdy + Ndz2 = 0, 


(ker YE TOR 
Liss, UM ANN 
di orda Sd; 
i förening utgöra differentialeqvationerna för på nyssnämnda sätt 


definierade kroklinier. Ingenting hindrar oss att skrifva dessa eqva- 
tioner sålunda: | 


ST = 0, 


L M 
Sd + + dy + R 


ige R 
dx, duN de 


M 


LA NE 
FR Re 
L M N 
d =,» d=F: d T 
deri 
RR: = LE + M? + N?. 
Men under denna form och i följd af 
La SVECSESN SEA EN 
RÖR RIR' RR EO 
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som sålunda också utgör krökningsliniernas differentialeqvationer. 
Om ytans eqvation är 
2 = fly), 


antager detta eqvationssystem utseendet 


dx É dy Kp dz 
dp.(1 +q?)-pqdq — dq.(1+p-padp  pdp+qgdqg” 


1 hvars ställe man kan använda systemet 


dxy+pd2 dy +qdå 
dp - dar 


d2 = pdx + qdy, 


som sålunda i detta fall innehåller krökningsliniernas båda diffe- 
rentialeqvationer och äfven direkt kan fås ur de i denna paragrat 
först framställda eqvationerna, om man i dem insätter 


L=-pN, 
M=-qN, 

dL = - dp. N-pdN, 
dM=-dq.N-qdN. 


Ar åter ytan gifven genom eqvationssystemet 


o = f(u,v) , 


I 


p (uyv), 


W(u,v), 


y 


LÅ 


så äro enligt (48, 1:0) krökningslinierna bestämda genom differential- 
eqvationen 
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dv?, -dudv, du? 
rata SEA CE LE 
TE FÖ ET a 


Denna samma eqvation finner 


ofvan framställda eqvationen 


NTA 
vh INR a 
de, NA 
ersätter L, M och N med ÅA, B 
dx dx 
au du + sv dvs Al 
dy dy 
+ du + av dvs FE 
d 2 Era 
Ju du tis dv) (NR 


man också, om man i den här 


dL 

AM 

dN 

och C; ty derigenom erhålles 
JA JA 

ARE du + nb dv 

OB OB 

Ju ÅU + dv = 0, 

0C oc 

SS du + Sv dv 


som är identiskt lika med den nyss anförda, emedan 


dx 
du” An 
dy 
du” B, 
de 


= (ED, =E 
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dz d JA 
du” ÄR dv 
dy OB | ] 
ga fi re ED, - FD, , 
fö) 1 
2 C, 0C 
du dv 
dx JA 
dv” 23 du 
dy OB i 
dv” Ds Vä = FD, - DG 
02 C aC 
dv” RE du 

och 
dx | 
fe årg öå 
dy | SIN 4 
FR B, TE = FD, - GD, . 
dZ 5 0C 
0 SE 


66. Efter framställningen af dessa formler öfvergå vi nu till 
några teoremer beträffande krökningslinier. 

1:o. I en krökningslinies normalplan ligga tydligen på en 
gång kennes principalnormal och binormal samt ytans normal. Be- 
teckna vi nu med x,, y,, 2, och r koordinaterna för centrum cur- 
vature och krökningsradien i den principalsektion, som med krök- 
ningslinien har gemensam tangent i punkten x, y, 2; beteckna vi 
vidare med & vinkeln mellan krökningsliniens principalnormal och 
den del af ytans normal, som ligger mellan ytan och principalsek- 
tionens krökningscentrum; och räkna vi slutligen denna vinkel från 
omnämnda del af ytans normal och i direkt led i krökningsliniens 


normalplan, så finna vi eqvationerna 
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Ytor. 
än = Xx 
sA 


Cosa =0, 


KK 
s 1 


— Cos = Cos +, 


Xx 
s 1 


= Cos4= os (9 + 3) = - Sin 9, 
Yr Da 


1 hvilka a, B, Y, ZÅ N, & 4, uu, v hafva sin vanliga betydelse (17), 
här 1 fråga om krökningslinien. ; 


Den sista af dessa eqvationer ger genom differentiation 


z Cos Ad AI—E + z Ad 0osd= - Cost dt, 
som i följd af 
dx r dy Vv d2 
d= a a 
eller enligt (51) 
dx sh OY de2 
ge RE 
je 
och 
2008 Ada 0 


samt Serrets formler: 


Rake öl 
Cos?z SS Cosz Ej 


[d 
reducerar sig till 


d Cosv N 
Ar = - — dT, 
Cosl /N2 
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ör dr =A00 
eller 

PASSET 
hvaraf slutligen erhålles 


Vi anmärka, att i denna af Lancret gifna formel har I sam- 
ma betydelse, som i Meusniers (sid. 119) 


o=-r Cost. 


Genom dessa båda eqvationer äro således en krökningslinies 
båda kurvaturradier uttryckta som funktioner af motsvarande prin- 
cipalscktions krökningsradie och vinkeln mellan ytans normal och 
krökningsliniens oskulerande plan. | 

2:o. Om en ytas normaler längs en på henne belägen linie 
äro tangenter till någon kurva, så är den förstnämnda linien en 
krökningslinie. 

I sådant fall måste nemligen tangerimgspunkten &, n, & vara 
belägen på normalen, och således 


es gange fel re = Mm. 
L M N 


Dessa eqvationer gifva 


d&E-dx= mdL + Ldm, 


dn— dy = mdM + Madm, 


döi—d2 = mdN + Ndm 


och således, hvad än m må vara, 
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d&-dx, dn-—-dy, då-de 
SS MT N =D 
dl d MG dN 


Men emedan nu också enligt antagande tangenten i den af 
punkten &, »n, & beskrifna kurvan är normal till ytan RE RE 
v. s. emedan 


d 


N , 


LJvg 


blir föregående eqvatton 


AX, OYT AS 
VERA 0 RES ef EST Le 
dL, dM,; dnN 


och således är linien på ytan en krökningslinie. 

En ytas normaler längs en på henne belägen linie äro således 
aldrig tangenter till cn kurva, så framt icke den förstnämnda linien 
är en krökningslinie. 

3:o. I (51) sågo vi, att koordinaterna x,, y,, 2, för centrum 
curvature i den normalsektion, som med en på ytan belägen kurva 


har gemensam tangent i punkten Xx, y, 2, beräknas ur eqvationerna 


TSE ER 
R RR R 
deri 
ds? R 


dL.dzx+dM.dy+dN.deze 


Af dessa fås genom differentiation 


SN 


2 — SR hå | 
dx, — dx RAIL+Ld > 
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k k 
dy, — dy = = dM + Md 3» 
12 l SE IN NA Äl 
de, — de = 33 dN + T 


och dessa gifva såväl 


dx dx, + dydy, + dzd2, = 0 
som 


dx, —-dx, dy, — dy, dz, — de 
döpt 212 RS Nine 
Ur, dM dN 


Om man nu har 


och häraf framgår, att 


ytans normaler längs en krökningslinie äro tangenter till den kurva, 
som utgör locus för krökningscentra i alla krökningslinien tange- 
rande principalsektioner. 


4:o. Af sednast framställda eqvationer följer också, att en 
krökningslinies tangent är parallel med principalnormalen i den 
kurva, som är locus för motsvarande principalsektioners kröknings- 
centra. 

Ty eqvationssystemet 
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dvs — 


eller 
de YA 
ÄSfo RUS NAS få 
La RE AN 
FR KR R 

ger 


iF M N 
d Pp d = d = 


och således på grund af krökningsliniernas differentialeqvationer 


dx, dy, de, 
ds, mg é ds, = än 
ENE OAS 


hvilka eqvationer bevisa satsen, enär täljarne i dessa tre bråk äro 
proportionela mot cosinus för den af principalsektionens kröknings- 
centrum beskrifna kurvans principalnormals vinklar med koordinat- 
axlarne. 

d:o. Af eqvationen 
3 


(80 0) 0 JT (Ar BN 


erhålles genom differentiation 


or rdg Yr -ydy, 2-2 de 
EN TE AE Tr al SSM 
Yr. ds, r ds TAS GR 


emedan enligt formlerna 1 början af 3:o här ofvan 


en Ur Gm 
- dx + 2 dy + EA ÄRA 
r 
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Räkna vi nu bågen s, så, att dess tangent, dragen i samma 
led som I bågen, går från x,, yj, 2 till x, y, 2, så är enligt sat- 


sen 1 (4:0) 


dä, dy, de, 
ds, ds, ds, 
T-H YH 2-Å 
r SN 7 


och man får i detta fall på grund af den framställda differential- 
eqvationen 


dre 
ds, | 

För att tolka denna eqvations betydelse vilja vi antaga, att en 
tråd af konstant längd blifvit lagd utefter den af principalsektio- 
nernas krökningscentra bildade kurvan, och att denna tråd vecklas 
af på så sätt, att den del, som lösgöres från kurvan, ständigt sträc- 
kes i tangentens riktning och mot krökningslinien. ”Trådens rör- 
liga ändpunkt måste då beskrifva en kroklinie, och tråden sjelf 
komma att oafbrutet under rörelsen stödja sig på krökningslinien 
såsom en slags dircktris. Räkna vi under sådana omständigheter 
båglängderna från trådens fixa ändpunkt och beteckna vi med s; 
längden af den båge, från hvilken tråden i ett visst tidsmoment 
ännu icke blifvit afvecklad, med »n åter den del af tråden, som då 
sammanfaller med tangenten, så är först och främst tydligt, att un- 
der hela rörelsen 


sy + nn = konstant, 
och vidare, att deraf följer 
ds, =- dn. 
+ Hade åter bågen räknats i motsatt led, skulle samma eqvation hafva 
gifvit 


20 PE a 


ds, 
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Men i nu betraktade fall är äfven 
ds, = — dr, 
och således är 
dn = dr. 


Denna eqvation, hvaraf följer 
n = r + konstant, 


gifver vid handen, att, om tråden är så lång, att den i något läge 
når nätt och jemnt fram till krökningslinien, i hvilket fall natur- 
ligtvis konstanten är noll, så kommer hans rörliga ändpunkt att 
ständigt förblifva på och sålunda beskrifva denna kroklinie, under 
det att tråden vecklas af den andra kurvan. Af detta skäl säges, att 
krökningslinien är filarevolvent eller developpant åt orten för 
motsvarande principalsektioners centra curvature, och denna ort 
kallas i sin ordning krökningsliniens filarevoluta eller developpata. 
6:o. Hvarje 1 ett plan belägen linie är deri en krökningstlinie. 
Planets eqvation ger nemligen 


aL=dM=dN=0, 


och krökningsliniernas differentialeqvation är följaktligen satisfierad 
af hvarje i planet belägen kroklinies dx, dy, de. 

T:o. Hvarje på en sfer belägen kroklinie, är på honom en 
krökningslinie. 

Sferens eqvation, som är 


(x— 0)? + (y— Pp)? + (2-7)? = d? 


ger nemligen 
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och krökningsliniernas differentialeqvationer satisfieras således obe- 
roende af krokliniens beskaffenhet, blott hon ligger på sferen. 

8:o. Antag, att tvenne ytor skära hvarandra. För intersek- 
tionslinien gälla då eqvationerna 


L dx+ M dy + N d2=0, 


L,dx + M, dy + N,yd2 = 0, 
och man har under alla omständigheter 


dx | dy - dz 
MN,-NM, /NL,-LN,  LM,-ML, 


Sätt 


Är nu 


och 


L, NM 
d R, d R, Rs 
så får man 
FR 
ÖRE 


och 


160 Ytor. 


IA vad 
2 R, dF = 0 , 
följaktligen också 
LL, 
d > RR, = d Cos V = (ER 


och häraf slutligen 
Cos V = konstant. 


Häraf satsen: | 

Om tvenne ytor skära hvarandra, så att intersektionen är en 
krökningslinie i hvardera ytan, så skära de hvarandra följaktligen 
under samma vinkel utefter hela sektionslinien. 

Antaga vi åter, att 


Cos V = konstant 


och 


så få vi 


rs Reg 
SE RN BO 
3 RIE HER ml 0 
och således äfven 
TIS 
2 RT d RB, = 0. 
Men nu är alltid 
L, 
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De båda sista eqvationerna gifva 


al a a 
LR EE I RE Tä ROR a a SN 
ENG NDS DN oc DM >= MIA 


och af dessa följer slutligen 


Om tvenne ytor skära hvarandra under samma vinkel utefter 
hela intersektionslinien, och om derjemte denna linie är en krök- 
ningslinie på den ena af ytorna, så är hon följaktligen också en 
krökningslinie på den andra ytan. 

Sammanställa vi dessa båda teoremer med dem, som innehållas 
i (6:0) och (7:0) här ofvan, inse vi lätt, att 
Om intersektionen mellan ett plan och en yta är en krökningslinie 
i ytan, så är vinkeln mellan planet och ytan längs hela intersek- 
tionslinien konstant; 
om vinkeln mellan planet och ytan är konstant utefter hela inter- 
sektionslinien, så är denna linie en krökningslinie 1 ytan; 
om en sfer skär en yta längs en på henne belägen krökningslinie, 
så bilda de båda ytorna utefter hela intersektionslinien konstant 
vinkel, och att 
om en sfer och en annan yta skära hvarandra så, att vinkeln mel- 
lan dem utefter hela intersektionslinien är konstant, så är denna 
linte en krökningslinie på ytan. 

9:o. Eqvationen 


dv”, —-dvdu, du” 
FO jr Gr be 


visar, att u- och v-kurvorna äro krökningslinier på ytan, om sam- 
tidigt 
11 
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Förs ÖsOo0 OD 


ty den satisfieras i detta fall såväl af 
u = konstant 
som af 


v = konstant. 


Satsen kan äfven omvändas, ty om wu- och wv-kurvorna äro 
krökningslinier, skära de hvarandra vinkelrätt, af hvilken orsak 
man först och främst får 


FD 


och vidare måste krökningsliniernas eqvation, som härigenom re- 
duceras till 


dv?, —-dvdu, du? 
I oe OR OR TRES 
FYR DR 


satisfieras såväl af 


TS 
| 
Sa 


som af 
uu =O, 
hvilket förutsätter både 
HD 20 Toch ICE 0 
Som emellertid 
EG >0, 
derföre att 


EG-F'= A+ B' + C:>0, 
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kunna de båda sista eqvationerna endast satisfieras derigenom, att 


och således följer af den omständigheten, att u- och v-kurvorna äro 
krökningslinier, på en gång 


Je Urock 07 =O 


Exempel till hvad nu blifvit sagdt, lemna alla revolutionsytor. 
Deras eqvationer kunna nemligen skrifvas under formen 


x=u Cosv, 


u Sin v, 


£(u) 


y 


2 


och gifva 


=O och Du=0; 


Följaktligen erhållas deras krökningslinier, om man gifver den 
ena gången åt u ett konstant värde, den andra gången ett sådant 
åt v. Man finner på detta sätt, att krökningslinierna äro parallel- 
cirklar och meridianer. 

Den andre grads yta, hvars eqvation är 


YR NA 
ASSR ER 
Hig Sn j 


kan också tjena såsom exempel, ty i stället för anförda eqvation 
kunna vi använda 


g=cil+ul Il +vj 
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och erhålla då 


FE ONoch DD, = 0; 


Krökningslinierna fås följaktligen, om man omvexlande pone- 
rar u konstant och v konstant. 


på 


Geodetiska linier. 
Öd. Öm” vi 1 eqvationerna 


a = f(u, v), 

y = qlu,v), 

2 = Wu, v) 
antaga 


u= Fv), 


så betecknar detta eqvationssystem en viss kroklinie i den yta, 
som 1 sin ordning är bestämd af de tre första eqvationerna, och 


denna kroklinie går genom punkterna (u, v,) och (u, v,), om 


Ho TVN 


Hvarje annan i samma yta belägen linie, som förenar samma 


punkter, kan åter betecknas med 
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3 SSU) , 
7 = P(w,v) > 
5 = Y(w,v) , 


0 


I 


F(v) + tx(v), 


om vi med t förstå en af v oberoende qvantitet och med y en 
funktionsform, båda lämpade efter hvarje serskild kurvas beskaf- 
fenhet, och den sednare af dem sådan, att 


x (vo) = 0, 


x(v,) = 0. 


Vi vilja nu antaga, att det bland alla i ytan belägna bågar, 
som förena punkterna (u,v,) och (u,v,), gifves en, som är kor- 
tare än de öfrige, och att det är till den kurva, hvars eqvationer 
utgöra det först framställda systemet, ifrågavarande båge hör.. Un- 
der dessa antaganden tillkommer henne en egenskap, som vi ne- 
dan skola uppvisa. 

Dessförinnan anrnärka vi, att alla de kroklinier i ytan, som gå 
genom punkterna (u,v.) och (u, v,), kunna, om vi för hvar och 
en bland dem använda det andra i ordningen af våra ofvan an- 
gifna eqvationssystemer, ordnas i grupper efter de olika former, 
vi gifva åt y-funktionen; och att de serskilda kroklinierna inom 
hvarje sålunda "begränsad grupp skilja sig från hvarandra genom 
olika speciela värden, gifna åt t. Men till hvilken sådan grupp 
vi än vända oss, igenfinna vi derinom kurvan med den kortaste 
bågen, svarande mot t=0. Derivatan i afseende på t af uttryc- 
ket för en kurvas båglängd mellan v, och »v, måste på denna 
grund först och främst vara noll för t = 0 och en bestämd y-funk- 
tion; och vidare måste detsamma kunna sägas med afseende på 
hvarje y-funktion, enär kurvan med den kortaste bågen hör till 
hvarje genom y-funktionens form begränsad grupp af kroklinier. 
I fråga varande derivata måste således vara noll för t = 0, oberoende 
af den form vi gifva åt xy-funktionen, blott denna uppfyller vil- 
koren 
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Och vidare anmärka vi att 


t=0 


USE 
NT 


t= 0 
de 
dä? 


Ytor. 
x(vo) = 0 
x (vi) = 0 
0 
du” dv dv” 
2=0 
d2r - dw 
du?” dwdv dJudv” 


/ SEN - SG 
la) /5G- /äla 20) la 


Vi öfvergå nu till vår egentliga uppgift. Enligt hvad nyss 
blifvit sagdt, måste derivatan af uttrycket för en båge mellan v, 
och »v,, betraktadt såsom funktion af t, vara noll för t=0, om vi 
välja kurvan inom den grupp, som svarar mot en viss y-funktion. 


Följaktligen måste 


eller 


ffa 


då d 
do = 


eller enligt ofvanstående formler 


(7) såo,s 
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PR 

OAE0O COR 
vå 2 delar x (0) (dv =0. 


Vo 
Efter delvis-integration ger denna eqvation 


va Vv 


1 
dx 9x SSE dx 
/ X.(0) 29 gu | AEA EGEN 


Vo Vo 
eller, emedan 


x (vi) = X (vo) = 0 


vy 
i LOS 0: 


vo 


Denna integral måste således vara noll för en viss y-funktion. 
Men icke nog härmed, den måste förblifva noll, hur vi än variera 
y-funktionens form, och detta är icke möjligt med mindre, än att 


OKT dr 
rar 


hvilken eqvation sålunda är den nödvändiga följden deraf, att bå- 
gen hos den linie, hvars koordinater vi betecknat med x, y, 2, är 
ett minimum, m. a. o. denna linies differentialeqvation. Använda 
vi nu till transformation den under alla omständigheter gällande 


likheten 


dz dx dy dy dy 
(> du Tr > dv Ja GE + (32 du + gr dv) där + 


d2 d2 dz 
+ (33 du+ äv dv )4 7 = 0, 
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så finna vi, att äfven 


eller 


också måste satisfieras af punkterna på linien med den kortaste 
bågen. Det sista eqvationssystemet säger oss, att ifrågavarande 
kurvas principalnormal sammanfaller med ytans normal, eller an- 
norlunda uttryckt, att hennes rektificerande plan är detsamma, som 
ytans tangentplan. Det är denna egenskap, hvarpå vi från början 
syftade, och som vi velat uppvisa. 

Man brukar benämna alla de linier i en yta geodetiska, som 
ega nämnda egenskap. 

68. Med geodetisk linie i en yta förstår man således hvarje i 
ytan belägen kurva, hvars koordinater satisfiera cqvaltionssystemet 


eller 


—— ? ? ? = e— =» ——? 
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eller systemet 
Ldx + Mdy + Ndz2 = 0, 
Lä ARN 
(KARON de KESO 
7 fana be BL ke 


eller systemet 


ÖAR 
dr dr 
RET VF AT 


och hvars rektificerande plan sålunda sammanfaller med ytans tan- 
gentplan. 
Af eqvationerna 


följer, att, om tvenne ytor tangera hvarandra utefter en kroklinie, 
som är geodetisk linie i den ena ytan, är samma limie också geode- 
tisk linie i den andra ytan. 

69. Af det ofvanför sagda följer, att den kortaste båge, som 
1 en yta sammanbinder tvenne gifna punkter, utgör del af en geodetisk 
linie, men af den omständigheten, att en båge, som på en yta sam- 
manbinder tvenne gifna punkter, tillhör en geodetisk linie, kunna 
vi deremot icke draga den slutsats, att han är kortare än hvarje 
annan båge, som 1 ytan förenar samma punkter. Hvarje kortaste 
båge är sålunda en geodetisk, men deremot är icke hvarje geodetisk 
båge också en kortaste. 

Emedan den geodetiska liniens differentialeqvation är af andra 
ordningen, kommer integralen att innehålla två arbiträra konstan- 
ter. Den geodetiska linien är derför bestämd, om det pålägges 
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henne som vilkor antingen att gå genom två fixa punkter i ytan 
eller ock att gå genom en fix punkt och i denna hafva en viss 
riktning. 

70. Af eqvationerna, som vi ofvan funnit och som kunna 
skrifvas 


ds? ds? ds? 


-— 
————— 
= -— 


STEK ENA 
samt den enligt (39) lätt härledda 


d?x dL dx ; 


ZL9at29 de 


0 


följer med stöd af formeln 


K= (a) Na Ela 
att en geodetisk linies krökning blir 


day? fAYN AA (ARNE dy de de dx dx dy 
Skön NIE 2 CA VELL BT frlalll 1 rf Ge. d2 ax AL AY 
AG) Pla) "(5)"? var" Piana 


Å 
K= 22 
q SLE + M2? 4 N? 
och således enligt (51) lika med krökningen i den normalsektion, 


som med den geodetiska linien har gemensam tangent. 
71. Torsionen åter, beräknad enligt (21) och (23) medelst formeln 


N 


AEA RNREESA 
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får här uttrycket 


rr 2 M, - IE: N 
eller 
Tr ENT Ara la 


dx dy d2 de 


B 7 tA 9 tÖ de SPA 


N 


Om tvenne geodetiska linier skära hvarandra vinkelrätt i 
punkten x, y, 2, och de vinklar, som deras tangenter bilda med 
koordinataxlarne, äro respektive a, £, y och a, 8,, 7,, samt om 
slutligen liniernas torsioner äro T och T,, så måste enligt sista 
formeln 


A Cosa + C, Cos pf + B, Cosy, Cosa, L 


l 
Ta C, Cosa + B Cos 8 + A, Cosy, Cosbp, M Må ARN ESRI 


B, Cosa + A, CosB + C Cosy, Cosy, N 


och 


A Cosa, + C, Cosf, + B, Cosy, , Cosa, , L 
7; 1 
1 SS Cr Cos a, + B Cosy är vn Cosy,» Cos By, M |: TA MEANS 


B, Cosa, + A,Cosp, +C Cosy,, Cosy,, N 
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samt derjemte på grund af RASA NA läge 
L Cosa + MCosP + NCosy = 0, 
LCosa, + MCospy+ - NCosy, =0, 
Cos a Cos a, + Cos 8 Cos fp, + Cosy Cosy, = 0. 
Af de tre sista eqvationerna erhåller man 
Cosa = — 4 (M Cosy, — N Cos b,), 
Cos p = — 4(N Cosa, — L Cos y,), 
Cosy = — 4(L Cos fp, — M Cos a,) 
och 
Cosa, = — 4, (M Cosy — N Cos B), 
Cos f, = — 4, (N Cosa — L Cos y), 
Cosy, = — 4, (LC Cosp — M Cosa), 


1 
ÅA ET 
gr 


Med användning af dessa formler kan man skrifva de ofvan 
erhållna formlerna för T och T, sålunda: 


(A Cosa + C, Cos Bf + B, Cosy) Cos a, + 
T=-241+ (C, Cosa + B Cos 8 + A, Cosy) Cos f, + 
+ (B, Cosa + A, CosB + C Cosy) Cosy, | 


och 
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| (A Cosa, + C, Cos Bg, + Bj Cos y,) Cos a + | 

Urs, ) + (Ci Cosa, +'B Cosp, + Ay Cosy,) CosBp + 14, 
[$ (B, Cosa, + A,Cos fp, + C Cosy,) Cosy | 


af hvilka och 


genast synes, att 
Tv TR 


Tvenne geodetiska bågar, som skära hvarandra vinkelrätt, hafva 
således i skärningspunkten lika stora torsioner men af motsatta 
tecken. 

72. Låt från punkten (up vy) utgå geodetiska bågar till punk- 
fernartur, v,) och (uu, v,), och låt derjemte i fråga varande trenne 
punkter tillhöra kurvor Vy, Vi, och V,, hvilkas eqvationer äro 


IE GD 

SR (0) 

IE CE 
Med 

u= Fv,m,n) 


må integralen till de geodetiska liniernas differentialeqvation be- 
tecknas. Man erhåller då för bestämning af den ene geodetiske 
bågen G, 

CO NENUN 20031 1) 

FOA My NA 


och på grund häraf 
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20 DO; Vas VD 
och för bestämning af den andre geodetiske bågen G, 
Fö(va) = EluNMT RV, 
FöA03) = (0S sr MANA 
följaktligen 
u= DOAv, vg, Va): 


De båda geodetiska liniernas eqvationer kunna i enlighet här- 
med skrifvas sålunda: 


= f(u,v), 2 = Plu,v), Sr = YW(u,v), u =D, (v,v0o> vi) 
ör = f(u,v), N2 = P (Uv), d = VW (u,v), u = Dy (v,vg> V2); 


och på grund af dessa eqvationer gälla för punkterna (up, vg), (ur: vj) 
och (45 V) 


xo = flug> VO) Yo = Plug, vå)» 20 = WlUg, Vg) Ug= DÅ CE (I ve 


= DD, (vg: Vg, Va); 


1 = f (uy > V1)> RE Pluy,> Vi), 2, W (ur Vi)s UTE D, (Uj, Ups AN 


= f (Ua, Va); Y2 = Plug, Va), 22 = YW(Us, Ve); Us = Dy (vas VgsV2)- 


Vi vilja nu antaga att för konstanta värden på & och k, 


Gi + kär 


eller 


fin gå fire AG 


Vg 
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Då följer efter differentiation i afseende på vy 


dv; fn E da Så (ET) av ÅR dva fin fa, å 
dv, dv, "dv, i 
Va 
d (do, 
I fen 5 = 0 
/ dv, ( i 


Denna eqvation kan betydligt förändras, ty först och främst 
har man 


och således äfven 


v v 


1 I 8 
er (5) SE Vas SUS ÄR y s dö, d (GE ) äv, 
dv ÅN dv do, dv dv dv Ådo 
vo vo vo 
Vs Va 
få (1) av sr (ST (SR (Na 
Kö dv = do, dv, = dv, dv (do, 
vo V0 


Men på grund af 
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dö, — 95, dö, 
dvs DE Uv 


och geodetiska liniernas differentialeqvationer blifva subtrahender- 
na 1 högra membra af de båda sista eqvationerna lika med noll. 
Således blifver den i fråga varande eqvationen till en början 


V4 RS v4 Va Vg 
do får fån, (spå fån og flag 
dög » dv dv de, dv, dv, / dv dv 

vp 
I” dö, dé 

n NS SNES ae 
st å "do, dv, å 

vo 

Vidare har man 

vo vo 

dö, de — /dör 

dvd 0) dv ” 

vo V0 

de, da — /d& 

Öar EDA dv 

och 

23 (4! 
BETER FR 
dvg  dvy (dv, dv V” 
Va Va 
dö, dv, (dä, — fdöa 
dv," dvy (dv, dv Yy” 


och till följe häraf blifver eqvationen slutligen 


Geodetiska linier. 1 


(0 
ÅS, = dä 25, 


vi 
dz, f/d5r dz. 
BN ds de 


än dör föda 


E Va Vg 
ES (ERA EE Re ig 
+ k ds. SA Ra k ds, SÖ SEEM (0. 


Beteckna vi nu intersektionsvinkeln mellan tvenne kurvor, C 
och C,, med (C C,), så kan denna sista eqvation skrifvas sålunda: 


ds, - Cos (VV, G,) + kds, . Cos (V.G.,) = dsy . i Cos (VAG,) + 
+ k Cos (VI G)3 
och deraf kunna åtskilliga slutsatser dragas. Låtom oss t. ex. antaga 
krees0, 
I detta fall försvinner kurvan G, ur eqvationen och man får 
ds COS C FIND de. COS (Fa Ga) 
Vore nu punkten (u, v,) fix, så blefve 
dsyj = 0 
och 
CogiCPa GO 


Om således flere geodetiska bågar, alla af konstant längd, 
utgå från en fix punkt, så äro de alla vinkelräta mot den kurva, 
på hvilken deras ändpunkter äro belägna. Denna sednare kurva 
kallas understundom geodetiska cirkeln. 

Vore deremot (u, v,) icke fix, men den geodetiska bågen stän- 
digt normal mot den kurva, på hvilken (u, vj) är belägen, så 


blefve 


Cos (V, G,) = 0 
12 
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och i följd häraf 


Cos (V, G,) = 0. 


Följaktligen: om från alla punkter af en kurva utgå geodeti- 
ska bågar i normal riktning åt samma håll och af konstant längd, 
så ligga deras ändpunkter på en annan kroklinie, som af hwar och 
en bland de geodetiska bågarne träffas normalt. 

Dessa båda satser äro af Gauss (Disqvisitiones generales circa 


superficies curvas XV & XVI). 
FÅR a 
Må i detta fall (u, v,) och (us v.) vara fixa punkter. 
Då är 
ds, = ds, = 0 
och således 


Cos (V,,G,) =E CosCV) 6 se 


Häraf teoremet: 

Om summan af, eller skilnaden mellan, de båda geodetiska bå- 
gar, som utgå från en rörlig punkt (uy vy) till tvenne fixa punkter 
(ur, vi) och (us va), bibehåller sig konstant, så bilda de geodetiska 
bågarne ständigt lika stora vinklar med den kurva, som beskrifves 
af punkten (uy va). 

Som man ser, är detta ett teorem, som i sig innehåller de 
bekanta satserna om riktningen hos tvenne fokalradier, hvilka sam- 
manlöpa i en punkt på ellipsen eller på hyperbeln. 


3) £= — 1 och k, = 0. 


År i denna händelse (u, vi) en fix punkt och tillhör (u, vs) 
en kurva, som träffas normalt af den geodetiska bågen, så är 


Cos(CV; Gaye; 


och följaktligen 
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Cos (V, G,) = Cos (V, G-). 


Häraf följande teorem: 

Om spå en yta tvenne geodetiska bågar af lika längd utgå från 
en rörlig punkt, den ene till en fix punkt, den andre till en fix 
linie, som af honom träffas normalt, så beskrifver den rörliga punk- 
ten en kurva, hvars tangent halfverar vinkeln mellan de båda från 
tangeringspunkten utgående geodetiska bågarne. 

Härunder innefattas det bekanta teoremet, beträffande tangen- 
tens läge i en parabel. 


4) k = —a och k, = 0. 


Låta vi i detta fall (u, v,) beteckna en fix punkt, (u, v,) der- 
emot någon punkt, belägen på en kurva, som träffas normalt af 
den geodetiska bågen, så är 


ds, ÖA 
Cos (V3 G3) = 0; 
och till följe häraf 


Cos (7, G,) = a Cos(V, G.)- 


Denna eqvation tolka vi sålunda: 

Om tvenne geodetiska bågar. hvilka utgå från en rörlig punkt 
och sluta, den ene i en fix punkt, den andre på en fix Uinie, som 
af honom träffas normalt, hafva till hvarandra ett konstant för- 
hållande, så eger samma konstanta förhållande rum mellan cosi- 
nus för de vinklar, som de båda geodetiska bågarne bilda med tan- 
genten till den kroklinie, som beskrifves af den rörliga punkten. 

Hur detta teorem kommer att lyda, om det tillämpas på plana 
kurvor af andra graden, är lätt att inse. 
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23. 


Geodetiska koordinatsystemer. 


73. De teoremer af Gauss, som i föregående paragraf blifvit 
framställda, anvisa två olika sätt att så förlägga u- och v-kurvorna 
på en yta, att den formelsamling, som i hvardera fallet kommer 
att för henne gälla, blifver enklare än den motsvarande, fullt ge- 
nerella. Med Bour vilja vi benämna de koordinatsystemer, som 
sålunda uppkomma, geodetiska koordinatsystemer. 


Ett första koordinatsystem af detta slag uppstår derigenom, 
att vi från en punkt (Xx, y, 2,) på en yta låta ett system af geo- 
detiska bågar utgå och bestämma hvarje sådan båges läge genom 
den vinkel v, som i punkten (z, y, 2,) bildas af honom och en viss 
bland de geodetiska linierna, samt slutligen bestämma hvarje punkt 
på en geodetisk båge derigenom, att vi angifva båglängden u mel- 
lan honom och punkten (x, yYyg 20). 


Ett annat geodetiskt koordinatsystem uppkommer derigenom, 
att vi på ytan lägga en kroklinie och från en punkt (2) y, 20) På 
henne räkna båglängder v i en viss led; vidare genom alla punk- 
ter på denna kroklinie lägga geodetiska linier, som skära henne 
normalt, och slutligen bestämma hvarje punkt på en sådan geode- 
tisk linie derigenom, att vi angifva båglängden u mellan honom 
och den först omtalta kroklinien under iakttagande, att vi räkna 
alla sådana bågar positiva, som ligga på ena sidan om henne, och 
alla de andra negativa. 


Hvilketdera systemet man än väljer, är en punkt på ytan till 
sitt läge känd, så snart man har sig bekanta värdena på de mot 
honom svarande u och v; men dessa qvantiteter ha icke inom båda 
systemerna samma betydelse: i det första äro de en art af polar- 
koordinater, i det andra ett slags ortogonala koordinater. 
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74. Båda koordinatsystemerna ha formler gemensamma, af 
hvilka vi här nedan skola framställa de vigtigaste. 
För hvarje u-kurva måste 


dx 

da = 37, Mu > 
dy 

dy = Ju 
d2 

d2 = Sy Mö 

ds? = E du? ; 


och således, enär i följd af vårt antagande ds och du äro lika 
stora, 


ee 1 


Denna eqvation gäller för alla u- och v-värden. Derjemte är 
på grund af de teoremer af Gauss, som i paragraf (72) blifvit 
bevisade, 


F=0 


för alla värden på u och v. 
Likaledes måste, emedan u-kurvorna äro geodetiska linier och 
hvarje konstant v-värde således satisfierar eqvationerna 


Or AT dr AX 
EI PR och 255 d 7; = 0, 


för alla u- och wv-värden gälla, att 


EPP 
och SCR 
40 Xx 

7 do dé” 
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emedan 


d.cX? 
= (3:) Sj 


Vidare fås tangenten för vinkeln 0 mellan riktningarna af en 
kurva C hvilken som helst och en u-kurva ur eqvationen 


dxY? dv — dv 
(Ed SLAEN (35): "du = 6. du” 
om vi tänka oss C-kurvans riktning sådan, att hennes båge växer 


på samma gång som v. Denna formel kunna vi teckna enklare 
sålunda: 


dv 
t2z0 RN 


om vi använda beteckningen 


SG =M. 


dv LR E 
Insättes nu värdet på — , hemtadt ur den näst sista eqvatio- 


du 


nen, i den för de geodetiska linierna gällande differentialeqvationen 


så får man 


och deraf 
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Denna formel gäller således för hvarje på ytan belägen geo- 
detisk linie, så snart vi använda något af i fråga varande koordinat- 
systemer. 

Slutligen är också under samma omständigheter och enligt 
(58) och (59) måttet på en ytas kurvatur i en punkt 


(IG 0G 
EE DEN re sd a nekad 
HE Go (EG TA oe TAN EG FI 
SEE Kd 2 
— mdu? 
10: Af 
är dy de 
a OR 
a SA MO SE sg P0 e JG 
ds? 


som gäller för geodetiska linier, följer, att man för en u-kurva får 


SIRIG 
= BAL 
S D 


För en mot henne vinkelrät geodetisk linie är i punkten (u v) 


dz T dx IG 
Rad urna OM od 
ds? G? 
och således 
T GG ' 


följaktligen 
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Således finner man 


2 


1 
fa SEDD: om DDR O0R 
men 
2 
ARE SEDD om DD, <0. 
I samma punkt är i allmänhet 
dx dÅ 
FÖRE 
dy dB 
ERNER 
de adl 
5 AS ds 


RDR EIN : RT Na 


och således för u-kurvan 


dx JA 

du” 4, du 

dy OB 

du på B, du 

LIN SE ah 

T = du du 

G 

och för den deremot vinkelräta geodetiska linien 
dx JA 
ARA SE 

dy OB 
NR du 

d2 aC 
NANG TT 
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Men af 
dx dy d2 
TD EAT = 0, 
Ox 0x OO 02 02 
PIG GES ENSE EIN 
dz dy dz 
Å 3 BA Rs = 0 
följer 
dy d2 d2 ÖR dx dy 
ARE FITA AN ARA 2 
RR 0 fr LA 
dv dv dv 
och häraf 
ÅA dÅA dx ITE IE OT 


Men nu är 


FE du dv Da 
och således 
NE SET och T, DN 
hvaraf följer 
dd RE = 


Af nyss funna formler får man härigenom, 
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då 
DD, > 0, 
I a 
kla + TT) Sar rr SR 
och då 
DD, < 0, 
la HIDE or 


76. Af det sätt, hvarpå vi ordnat våra u- och v-kurvor, följde att 


le 
F=0, 


Omvändt kan man nu visa, att om dessa eqvationer äro iden- 
tiska för alla u- och v-värden, så är koordinatsystemet ett geode- 
tiskt, och detta så, att u-kurvorna äro geodetiska linier, som skä- 


ras normalt af v-kurvorna. "Ty af 
E=1 


följer för en u-kurva i allmänhet 


dr = + dz 9 
ds du 
dy OVE 
ds du 
de —, 92 
ds : du 
d?x 9d?r 
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dy — dy 
ds? du?” 


dr d20 
ds? du?” 


du du? > >? 


de da 
du dudv 


Vidare följer af 


att 


dx d2x dr dr 
du du dv dv du? 


och således 


aa FIEÄT Vv 
Ox dr 
dv du? ; 
och således för hvarje u-kurva 
> bedre Ed 
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Oy HLR 


hvilka båda eqvationer visa, att u-kurvorna äro geodetiska linier. 
Eqvationen 


F=0 


visar, att dessa skäras vinkelrätt af v-kurvorna. 

77. Att, såsom vi ofvan yttrat, ett koordinatsystem, sådant 
som något af de i fråga varande, med fördel kan användas vid un- 
dersökningar, som beträffa geodetiska linier; skola vi nu genom ett 
exempel visa. 

Vi vilja antaga, att man i ytan sammanbundit trenne punkter 
4, B, C med geodetiska bågar och att koordinaterna för 


A äro vis Ol ue Reg 

0 bisarr VN 

C » V=W, U = Us; 
samt att 


JAN 7 


Då är den båge, som förenar B och C, tydligen en u-kurva, 
och curvatura integra för triangeln ABC måste enligt det nyss 


sagda blifva 
w U d2m 
+ 240 = f'do = Fv PU > 


deri U betecknar en punkt på den geodetiska bågen AC, u åter 
en punkt på AB, begge svarande mot samma v. Af denna eqva- 
tion fås 


w U u 
+ ZdO = dv | RS SE 
du du 
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och, om man sätter (74) 


dm — dö, 
du dv ” 
Om dö, 
du — dv” 


öfvergår den till 


«240 = fä ST 
dv dv 


Men 


20 


(fö OK E vd 


och således slutligen 


r22d0= A+ B+ 0-7. 


Denna formel innehåller Gauss berömda teorem. 


vi gradtalet hos 


A+ B+0-7n 


triangelns sferiska excess, men deremot gradtalet hos 


a /(&- kps 


189 


Benämna 
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7r-A-B-OC 


hans sferiska defekt, kan detta teorem uttryckas sålunda: 

Curvatura integra hos en triangel, som bildas af geodetiska 
bågar, förhåller sig till sferens yta, likasom triangelns sferiska 
excess förhåller sig till 8 räta, då ytan är concavo-concav, men som 
triangelns sferiska defekt till 8 räta, om ytan är concavo-conrex. 
(Disqvisit. general. XX.). 


24. 


Om orten för en gifven ytas centra curvaturg, 


78. Vi vilja antaga, att på en gifven yta krökningslinierna 
användas såsom wu- och vwv-kurvor, I sådant fall måste af hennes 
eqvationer, som äro 


UR 
y = p (u, v), 
2 = W (u, v), 


följa (66, 9:0) 


= dxrdx IJydy d202 
EL TROR a NN KORA 
och 


likn dy 02 
Dj ec Å Re RE 


och således måste man af (35) 
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erhålla 


Såsom vi sett vid framställningen af Meusniers teorem, måste 
centrum för en principalsektion eller, annorlunda uttryckt, en ytas 
krökningscentrum vara medelpunkt i en sfer, som går genom tre 
sammanfallande punkter på en krökningslinie, och ligga på ytans 
normal. Benämnas dess koordinater &, n, $, måste dessa följaktli- 
gen beräknas medelst eqvationerna 


SSR) SA 
Z(E-x)dx = 0, 
2 (5-2) dr = ds?, 


— = mm--- - 


om de tre punkterna tillhöra en krökningslinie och” således, un- 
der den förutsättning vi gjort i afseende på den gifna ytans eqva- 
tioner, en u- eller v-kurva. 
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Låta vi punkterna först tillhöra en u-kurva, så finna vi 


2 
da = 3 du, der = 2 dut, 
2 
yo 5 du, dy = 5 du, 
2 
de = = du, de = 2 du, 
ds? = Edu?, 


och det för bestämning af ytans motsvarande krökningscentrum 
behöfliga eqvationssystemet blir i detta fall 


som satisfieras af 


Hålla vi oss åter till en v-kurva, så få vi 


3. 
ERRIN de ER GA 
dv? 


2 
dy = = dv, d2y = 33 do, 
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022 


0? dv?, 


SÖNER d?2'= 
dv 


ds? = G dv?, 


och eqvationerna för motsvarande krökningscentrum blifva 


dx 
(ET SU 
d?x 
ET i N—y C-8 


hvaraf 


Orten för den gifna ytans krökningscentra består följaktligen 
af tvenne mantlar, som vi vilja benämna U- och V-manteln, och 
eqvationerna blifva för 


U-manteln 


RY NA AR VE 
ARSA SA GS NR DE 
och för 
V-manteln 


deri vi genom beskaffenheten af indices angifva, om en punkt är 


belägen på den första eller på den andra manteln. 
13 


194 Ytor. 


Vi skola nu taga dessa mantlar i betraktande. Af 


DATE IG ey, sd 15: (7) Öka vr LINA 6) (5) 


Jens I 00 RJ dvÅD 


Ey. dy dy BAB 
DF d.v.. 10071 D-SR SÅ ) 


ÖRE DE VD (0) Då 020 (5) 
D dd 5- (DH) PR SEGE dv AD 


erhålla vi 


(HERE HR BR LS 


dv du Ed dv du dvd 


Ox0Ox' — dy dy d202Z 
du dv Id AE 


0x dz > dy dy 02 02" EK 
dvdv dvdv dv dIv D 


och dessa eqvationer gifva 


dr dy de 
du du du 
Här 0 
02  0y DR 
du du du 
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Likaså erhållas af 


UR ÖR dA 6) 2 OR dx G JA (Ae 
7; ( IDG 2 a D, dv Sal J 


Ond Di du du 


dy GIB (0) (5) dy". dy: G ÖB d (5) 


ME Di du oo dUND) dv dv. Di dv dv 


urea CG 00. 5 (5) FER ARG EG TÅ 5) 
du i SÅ 


Ru DD, du Dy] Fa de da Dida D, 
eqvationerna 
FRE SOUTYE ORAL aa 
0 1 nä 0 a DE 


och häraf 


RR a 
dT RÖRA 
30) Nar 
FARS RA CR 
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och 


dx” fö) Yy” J 4 
dv 


SÅ AE 


att den gifna ytans normal är på samma gång tangent till U-man- 
telns u-kurva och till V-mantelns v-kurva. 


Eqvationerna 
DESS 
du du " du 
pl klä ind spe 
dx dy d2Z 
dv dj dv z dv 
A" pB” Fe CC 


åter säga oss, att U-mantelns normal är parallel med tangenten till 
den gifna ytans u-kurva, och att V-mantelns normal är parallel 
med tangenten till den gifna ytans v-kurva. Kombinerade gifva de 


Å Ar BEBYRIO ONE, 


och således bilda, såsom också af det nyss sagda är tydligt, U- 
och V-mantelns normaler i motsvarande punkter en rät vinkel. 
De båda mantlarnes tangentplan i motsvarande punkter skära såle- 
des hvarandra vinkelrätt. 

Hvad dessa tangentplan beträffar, är U-mantelns 


ASO 


eller 


SE dz vg 


du 


Den sednare formen visar, att u-mantelns tangentplan är det- 
samma som normalplanet till den gifna ytans u-kurva. V-man- 
telns tangentplan åter är 
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eller 


och denna sista eqvation säger oss, att V-mantelns tangentplan är 
detsamma, som normalplanet till den gifna ytans v-kurva. 

Emedan wu-kurvans normalplan är detsamma, som U-mantelns 
tangentplan, måste u-kurvans polaryta envelopperas af u-manteln, 
och kontaktskurvan blifva den linie på u-manteln, som svarar mot 
den gifna ytans u-kurva. 

Emedan u-kurvorna äro krökningslinier, måste 


NE Ad 
du” DR du 
AT före rd NA 
04 OB JG | 
| du. du du | 
och således också 
I At ; BP” É 
d.x' dy' dz 
du ” du ” (RARE 
022 dy 07 
du? ” du? ” du? 


Följaktligen är U-mantelns u-kurva en geodetisk linie. Som 
denna wu-kurva också är belägen på ATA envelopp, är han 
äfven på denna yta en SCodbrt linie. 

Naturligtvis är också V-mantelns v-kurva en geodetisk linie, 
såväl på sjelfva v-manteln, som ock på polarytan till den gifna 
ytans v-kurva. 
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Sätter man 


Ox dy 02 OREINKOY TRE 
rea KA RR och du du > du og 
AR OB INA OS en SN SA SED RR 
följer 
enas. j JA 0/4 
OO: Slöde AG 


och således 


FT ad SR DB EEE AE Ta 
gg FKA + EAA 


eller 


er HD avd. k 
FEN RE RO 


Således är 


Men nu är 


och följaktligen 


Af dessa båda eqvationer får man 


dv k dv dv 
BIC Ass dA" EN ÖJ 


dä RS NE Aa Ju 
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En u-kurvas polar, som är detsamma som intersektionen mel- 
lan U-mantelns på hvarandra följande tangentplan, har till eqva- 
tioner 


(ES-T)A + (Nn-y) B' + (5-2) C=0, 
OG 


— = 0 
du ; 


CD: 0 
(5 CN EES WE ae AoA 


och häraf synes, att 


och att således u-kurvans polar eller, som är detsamma, intersek- 
tionen mellan tvenne konsekutiva tangentplan till U-manteln, är 
tangent till U-mantelns v-kurva. 

Låter man U-mantelns tangentplan röra sig så, att det under 
rörelsen förblir normalplan till en och samma u-kurva på den gifna 
ytan, så blir kontaktskurvan en u-kurva på manteln, och hvarje 
intersektionslinie mellan tvenne konsekutiva tangentplan tangent 
till en v-kurva på manteln. 

Låter man återigen U-mantelns tangentplan röra sig så, att 
det under rörelsen tangerar en och samma v-kurva på den gifna 
ytan, så blir kontaktskurvan en v-kurva på manteln, och intersek- 
tionslinien mellan två på hvarandra följande plan tangent till en 
u-kurva på manteln. 


nn 
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